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第 九 章 “自然数 的 一 些 有 趣 的 性 质 


S1. 奇妙 的 平方 数 


在 这 一 节 里 ， 我 们 要 讨论 自然 数 的 一 个 有 趣 的 性 质 .简单 
的 计算 给 出 下 面 两 个 结 
122= 144, 212= 441. 


我 们 发 现 这 两 组 数 12.21 及 144,441 有 一 个 有 趣 的 性 质 :将 
12 改 为 从 右 向 左 记 数 恰好 得 到 21, 将 144 改 为 从 右 问 左 记 
数 恰 好 得 到 441, 即 当 将 12 这 个 数 从 右 向 左 记 成 21 时 ， 
122= 144 也 恰好 被 从 右 向 左 记 数 改变 成 21 = 441. 再 试 下 去 ， 
我 们 发 现下 面 几 组 数 也 有 同样 的 性 质 : 

132= 169 , 312=961 ; 

112= 121, 112= 121; 

222= 484 , 222= 484 . 
于 是 有 人 会 猜想 数 33,44 等 等 也 有 同样 的 性 质 .但 是 计算 表 
明 这 种 猜想 是 错误 的 ,因为 33*= 1089 ,而 1089 #9801; X 
442= 1936, 而 1936 天 6391. 那 么 ,在 二 位 数 中 还 有 没有 其 它 
的 数 具 有 上 述 性 质 呢 ? 我 们 的 回答 是 没有 ,后 面 我 们 要 对 这 
个 结论 给 出 详细 的 证 明 . 

通过 计算 ,我 们 发 现下 面 各 组 三 位 数 也 具有 上 面 所 说 的 

性 质 : 


1022= 10404 , 2012= 40401; 


1032= 10609 , 3012= 00601; 
1122= 12544 , 2112= 44521; 
113°= 12769 ` 3112= 96721; 
1222= 14884. 2212= 48841; 
1012= 10201. 1012= 10201; 
1112= 12321. 1112= 12321; 
2022= 40804. 2022= 40804; 
1212= 14641. 1212= 14641; 
2122= 44944. 2122= 44944. 


那么 ,在 三 位 数 中 还 有 没有 其 它 的 数 具 有 这 一 性 质 呢 ? 
我 们 的 回答 是 没有 .后 面 我 们 也 要 对 这 个 结论 给 出 详细 的 证 
НА. 

现在 先 讨论 二 位 数 的 情形 .我 们 用 (x y)io 表 示 一 个 二 位 
数 ,其 个 位 数字 为 y, 十 位 数字 为 x. 为 了 使 将 (x Wo MAAA 
向 左 记 数 得 到 的 数 (y x), 仍 是 一 个 二 位 数 , 必 须 使 x 50. 
y# 0.Ff E 1<x<9,1<y<9. 

# x=1, RA 

(19 2, =(010+ )2=100+ 20у+у?. 

yD» =(10у+ 0 2= 100у2+ 20y+ 1 , ` 
Шу >4, 我 何 就 有 (p 了 > 100522 1600, (у D + 至 
少 是 一 个 四 位 数 ,但 是 (1 y) <(19 2< 400, 因而 为 要 一 位 数 
(1 y) wo 具有 所 要 求 的 性 质 ,必须 1<у<3, В х= 1 Е, А. 
有 所 述 性 质 的 二 位 数 只 能 从 11,12,13 中 去 寻找 ,由 计算 知道 ， 
这 三 个 二 位 数 都 具有 所 要 求 的 性 质 . 
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若 x=2, 就 有 

(25) 3 =(20+y)?= 400+ 40y+ 2, ` 

(у2) 5 = (10y+ 2):= 100y2+ 40y+ 4, 
TEOD 的 个 位 数 为 4, 而 当 y 之 3 时 则 有 

520= 400+ 120<(28 <302= 900, 

FPEM у> 3 В, (2у) 是 一 个 百 位 数字 至 少 为 5 的 三 位 数 ， 
”因而 必须 1<y<<2. 妈 当 x=2 了 时 ,只 有 21 与 22 这 两 个 二 位 
ЖАПАКЕ, 计算 表明 这 x 两 个 数 确 有 所 述 之 人 性质 

若 x= 3, 则 有 

(3y)¿ = (30+ у) 2= 900+ 60у +у 2, 

(у), = (10у+ 3)2= 100у2+ 60у+ 9. 
如果 у2, 0947 

1000 < 900+ 120 < (3у) i < 40:= 1600, | 
(Зу) 28 дЕ Ch 1 的 四 位 数 ,而 (y3) 的 个 位 数 为 
9, 因 此 只 可 能 y=1, 即 当 x=3 时 ,只 有 31 这 个 二 位 数 才 可 
能 有 所 述 性 质 ,验算 知 31 确 有 所 要 求 之 性 质 . 

£ x=4, 刚 有 

(4у)% = (40+ у) 2= 1600+ 80y+ y?, 

(y); = (10у+ = 100у2+ 80y+ 16, 
于 是 他 人 急 的 个 位 数 为 6, 由 于 

1600 <41°< (4 у) +, < 502= 2500, 
因此 (4 y)? Ü 征 一 个 四 位 数 ,其 最 高 位 数字 只 可 能 为 1 或 2, 因 
而 无 论 是 个 什么 样 的 一 位 数 ,(4 у) 2. 的 最 高 位 数字 都 不 可 

EOD 的 个 位 数字 相同 , 即 这 种 二 位 数 不 可 能 具有 所 述 
| 之 性 质 
老 x = 5, 则 有 


(5у)1=(50 + у)2= 2500+ 100y + y°, 
(у5)1,= (10y+ 5)2,= 10032+ 100y+ 25, 
FEOS) 的 个 位 数 为 5, 但 是 
2500 = 50° < (5 y) 2% < 60°:= 3600, 
于 是 (5y) 是 一 个 最 高 位 数字 为 2 或 3 的 四 位 数 ,因此 不 论 y 
到 侍 么 样 的 一 位 数 , 二 位 数 (5y) 0 都 不 可 能 有 所 要 求 的 性 质 
# x= 6, 则 有 
(6y)? =(60+ y)?=3600+ 120y+ у?, 
(y6) = (10y+ 6)’= 100y + 120y+ 36, 
于 是 (y6)1 的 个 位 数 为 6, 但 是 
3600 = 60° < (6 y) 3% < 70°= 4900, 
因 面 (6y) a 是 一 个 最 高 位 数 为 3 或 4 的 四 位 数 ,而 不 可 能 以 6 
为 最 高 位 数 ,因而 这 种 二 位 数 也 -一定 不 具有 所 要 求 的 性 质 . 
若 x=7, 则 有 
(7y) 2,= (70+ y)2= 4900+ 140y+ у?, 
(у7)2,= (10y+ 7)2= 100у2+ 140у+ 49, 
于 是 (?7)3 的 个 位 数 为 9， 但 是 
4900 = 70 < (7у) 2, < 802= 6400, 
即 (7y) 纪 是 一 个 四 位 数 且 最 高 位 数 不 超 过 6, 因 而 无 论 y 取 
什么 样 的 一 位 数 ,二 位 数 (7y) ,都 不 可 能 具有 所 要 求 的 性 质 . 
A х= 8,И(у8) 的 个 位 数 为 4, 又 由 - 
6400 = 802 < (8 у) 2,<902= 8100 
„(8 у) 是 一 个 最 高 位 数 只 能 为 6,7 或 8 的 四 位 数 ,因而 此 
种 二 位 数 也 必 不 能 具有 所 要 求 的 性 质 . 
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若 x=9, 则 (y9)3 的 个 位 数 为 1, 但 由 
| 8100 =902<(9y)1, < 992= 9801 
知 ,(9 加 是 一 个 四 位 数 ,其 最 高 位 数 不 可 能 为 1, 因 此 这 种 二 - 
位 数 必 不 可 能 具有 所 要 求 的 性 质 . 
综 上 所 述 ,我 们 就 证 明了 :所 有 二 位 数 中 ,具有 所 述 性 质 的 
二 位 数 只 有 11,12,13,21,22,31 这 六 个 数 . 

”对 于 三 位 数 ,可 以 用 类 似 的 方法 加 以 讨论 .下 面 用 (xyz) 16 
表示 一 个 三 位 数 ,x,y 及 =z 各 表示 其 百 位 .十 位 及 个 位 数字 ,为 
了 使 这 三 位 数 具 有 所 要 求 之 性 质 ,必须 要 求 

1<х<9, 0<y<9, 1<2<9. 
E x= 1, W Ж 
(1у2)1,= (100+ 10y+ 2)? | 
= 10000 + 10032 + 22+ 2000у+ 2002 + 20yz, 
(2у1)2,= (100z+ 10у+ 1)? 
= 1000022+ 100у2+ 1+ 2000yz+ 2002 + 20у, 


ТА гу) 的 个 位 数字 为 1. 由 于 (1yz)j> 100° = 10000 H 
(1у2)10< 199=39601, 故 (1yz) 5 是 一 个 五 位 数 .对 0 和 y 科 3 
Ж(1уг)%< 139= 19321, 対 y> 5 有 (1yz) %> 1502= 22500. 
її у= 46], = 1 f(1yz) = 1412= 19881,3} 2<z<9 有 
(12) > 1422= 20164 以 及 (1yz) < 149*= 22201 ,因此 必须 
0<у<3, 1<z<9 或 者 y=4, z= 1. 

叉 対 z>4 有 (zy1) 4>4012= 160801, 这 是 一 个 六 位 数 ， 

TiC yz) 1 < 200° = 40000, 这 是 一 个 五 位 数 ,因此 必须 要 求 
O<y<3 R. 1<z<3, 


或 者 
| =4 H 2=1. 

又 对 у= 3 我 们 有 

(1у2 =(13z), = 16900+ 22+ 260z, 

(2у} 2, = (z3D 2, = 960+ 10000z 62002, | 
当 z デ 3 時 ,(132) 的 个 位 数 为 9, 而 (zyD 负 的 最 高 位 数 为 1， 
这 不 符合 要 求 , 因 而 必须 
| 0<у<2, 1<2<3 

жа у= 3, 1<2<2, 或 者 y=4, х= 1. 

即 只 有 从 以 下 诸 数 中 去 寻找 适合 条 件 的 三 位 数 : 

101,102,103,111,112,113,121,122,123,131,132,141. 

计算 表明 ,其 中 101,102,103,111,112,113, 121,122 W 
是 县 要 求 的 条 件 . 

若 x=2, 则 有 

(2у) = (200+ 10y+ 22 

= 40000 + 100y2+ z2+ 4000у + 400z+ 20yz, 
(2у2) 2, = (100z+ 10у+ 2)? 
= 10000z + 100y2+ 4+ 2000yz + 400z +.40y, 

于 是 (zy2) 1 的 个 位 数 为 4, 而 (2yz) 2, >200°= 40000, B. 
(2у2) 2 < 3002= 90000, 80(2у2 2, 是 一 介 五 位 数 , 当 9 テッ ァ ッ 3 
时 ,有 (272)2 >2307=52900, m у= 2, 42 > 4 В 
yz)4 >224?= 50176 , 最 后 注意 到 対 ヶ >4 有 (2yz) 2 > 400” 
= 160000, 这 是 一 个 六 位 数 了 ,因此 必须 要 

| О< у<], 1<z<3, 
或 者 

y=2, I<z<3, 


即 吾 位 数字 为 2 的 三 位 数 中 ,只 有 以 下 诸 数 中 可 能 有 满足 所 
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述 条 件 的 数 和 存在 : 

201.202.203,211,212.213.221.222.223. 
计 筑 表明 ,201,.202,211,212.221 X h. PEGLE ЖЇР. 

#x=3, ЩИТ 

(зуд, =(300+ 10у+ -)`=90000+ 1007 + z-+ 6000y 

+ 600z+ 20у. 
(2р3) у = (1002+ 10r + 3)? = 1000027 + 100у-+ 9 
_ +2000у>+ 6002+ 60у, 
Fily т ШАД) 9, Н 
90000 < (332 5 < 400:= 160000 
GyJ 2 或 者 是 一 个 五 位 数 ( 此 时 其 最 高 位 数 为 或 者 是 
一 个 六 位 数 (此 时 其 最 品位 数 为 DD). 为 了 具有 所 要 求 的 性 质 ， 
(3 ゆる 必须 是 一 个 五 位 数 才 行 .注意 到 316 二 99856<100000 
mi 3172= 100489 > 100000, 故 必须 有 (y2) „ <16. 和男 一 方 面 
Byd) h 为 五 位 数 时 ,(zy3) „ 也 必须 是 一 个 五 位 数 ,因此 尚 
AR 1 <z<3, F H BE 
0<y<1 , I<z<3. 

即 当 百 位 数 为 3 时 ,只 有 以 下 诸 数 中 才 可 能 有 适合 所 述 条 件 
的 三 位 数 存 在 : | 

301, 302,303,311,312,313. 
计算 知道 301,311 二 数 符合 要 求 . 

若 x=4, 则 有 

(4y2 = (400+ 10у+ 2)2 

= 160000 + 100у2+22+ 8000у+ 800 z+ 20yz , 
(2у4 2, = (1002+ 10у+ 4? 


= 10000z2+ 100у?+ 16+ 2000yz+ 800z+ 80y, 
H F 160000< (4у2 2, < 5002= 250000, F (4y2 > 是 一 个 
六 位 数 , 其 最 高 位 数 为 1 或 2, 而 (zy4) 2, 的 个 位 数 为 6, 故 不 可 
能 有 y,z 使 这 种 三 位 数 满足 所 要 求 的 条 件 . 
若 x=S$， WA 
(5yz) 4 = (500+ 10у+ 2? 
= 250000+ 100 ア + z2+10000y+ 10002 + 20yz， 
(zy5) = (100z+ 10y+ 5)? 
= 1000022 + 100y7+25+ 2000zy+ 1000z+ 100у, 
H T 250000 < (5y2 jo< 360000, 故 GyD) 是 一 个 六 位 数 ,其 
最 高 位 数 为 2 或 3, (гуд, 的 个 位 数 为 5, 故 不 可 能 . 

若 x=6, 则 (zy9i 的 个 位 数 仍 为 6, 另 一 方面 ,(6y2)10 < 
699-= 488601, 故 (6yz) 1。 是 一 个 六 位 数 ( 注 意 (6yz) % > 
360000) ,其 最 高 位 数 是 3 或 4, 因此 也 不 可 能 满足 所 要 求 的 
条 件 . | 

若 x=7, 易 见 (zy7) % 的 个 位 数 为 9 但 是 我 们 有 (7y2)1 
<.800 = 64 0000 , 故 (7y2 2, 是 一 个 最 高 位 数 至 多 为 6 的 六 
位 数 ,因此 也 不 可 能 . 

若 x=8 , 易 見 (zy83 的 个 位 数 为 4, 又 由 

640000 < (8y2 2, < 9002= 810000, 
我 们 知道 (8y 了 3 1 是 一 个 六 位 数 ,其 最 高 位 数字 不 可 能 为 4, 
故 不 可 能 . | 
F х= 9, (су) 之 个 位 数字 为 1, 但 由 
810000 < (9у2 4 < 9992= 998001 
Я1,(9у2) г 之 最 高 位 数字 不 可 能 为 ,因此 也 不 可 能 ， 


a R - 


综 上 所 述 知 , 仅 以 下 15 个 三 位 数 具 有 所 要 求 的 性 质 : 
101.10 2,103,111,112,113,121,122,201, 
202,211,212,221,301,311. 

对 更 融 位 数 的 月 然 数 ,也 可 同样 加 以 讨论 ， 


52. 有 趣 的 减法 


在 这 一 节 里 我 们 要 讨论 自然 数 的 另 一 个 有 趣 的 性 质 . 从 0, 
1,2,3,4,5,6,7,8,9 这 十 个 数字 中 任意 取 两 个 数 , 比 方 取 4 与 5， 
用 这 两 个 数字 可 以 作出 54 与 45 这样 两 个 自然 数 , 将 这 两 个 
自然 数 相 减 ,经 过 这 个 规定 的 手续 我 们 得 到 

54— 45= 9. 
如果 取 2 与 7 这 两 个 数字 ,由 它们 可 以 作出 72 与 27 这 
样 两 个 自然 数 , 相 减 得 到 
72— 27= 45, 
到 这 里 我 们 看 到 ,只 要 对 4 1; $ 所 能 构成 的 两 个 自然 数 54 与 
45 再 相 减 ,就 得 到 9. 
取 3 与 6 两 个 数字 , 按 上 述 规定 的 手续 得 到 
63— 36= 27, | 
由 二 面 已 讨论 过 的 情形 看 出 ,只 要 对 2 与 7 再 施行 上 述 手续 2 
次 ,我 们 就 仍然 得 到 9 这 个 数 . | 
K1 S8 ANRT. БЕА Ра, RIA 
81 一 18= 63, 

和 上面 已 讨论 过 的 情形 看 出 ,对 6 与 3 只 要 再 施行 规定 手 
续 3 次 ,我 们 就 仍然 得 到 9 这 个 数 ! 

上 面 的 讨论 证 明了 ,从 18,27,36,45,54,63,72,81 这 八 个 
二 位 数 中 任 一 个 二 位 数 出 发 ,按照 上 面 规定 的 手续 至 多 做 4 
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们 总 会 最 后 得 到 9 这 个 数 .那么 ,这 对 任何 其 它 的 两 位 
数 是 否 也 成 立 呢 ? 下面 我 们 要 证 明 : 对 每 个 由 不 相同 数字 组 
成 的 二 位 数 ,至 多 经 过 规定 手续 五 步 即 可 将 该 二 位 数 变 为 9， 
而 且 确 实 有 这 样 的 二 位 数 , 需 经 规定 手续 五 步 才 可 变 为 9. 
ар) ,表示 一 个 十 进 制 的 两 位 数 ,其 个 位 及 二 位 数字 
Лр Уа, 4 а= 0 8, ЈА (ар) ,=5b, 这 里 0< 和 as9， 
0<2<9. mË a=b, IBARA (ай) „— (bà „= 0, 我 们 将 不 
考虑 这 种 平凡 的 情形 .以 下 我 们 不 妨 设 0<b<ax< 9, 因 而 就 有 
(ab) „> (Ба) wo, 将 它们 相 减 即 得 到 
(ab) „= (ba) (10g キ の 一 (105 二 の 
=9(aー b), (*) 
H0<b<a<948 1<a-b<9,T (ж) 式 中 的 数 9(a 一 用 
只 有 下 表 中 九 个 可 能 的 值 . 


上 表 中 八 个 二 位 数 18,27,36,45,54,63,72,81 恰好 是 我 
们 在 上 面 所 讨论 过 的 .在 上 面 我们 证 明了 ,对 这 八 个 二 位 数 中 
的 每 个 二 位 数 施行 规定 的 手续 至 允 4 步 ,我 们 就 会 得 到 数 9. 
于 是 , 任 给 一 个 由 不 相同 数字 组 成 的 二 位 数 ,经 上 述 规定 的 手 
续 至 多 5 步 ,就 会 得 到 数 9. 再 由 ーー 

31 一 13=18, 81-18=63, 63 一 36=27, 

72- 27=45, 54-45=9 
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知 ,确实 有 二 位 数 存 在 , 需 经 上 述 手 续 5 步 才 能 变 为 数 9, 这 
就 完成 了 对 二 位 数 的 讨论 . 

下 面 来 考虑 三 位 数 . 取 一 个 三 位 数 ,比方 取 594, 将 它 的 
三 个 数字 5,9,4 从 大 到 小 排列 ,我 们 得 到 954, 再 将 这 三 个 数 
字 从 小 到 大 排列 ,我 们 得 到 459 ,将 得 到 的 两 个 数 相 减 .经 过 
这 一 规定 的 手续 ,我 们 得 到 

І 954— 459 = 495, 
这 里 的 495 {Л 4.9,5 这 三 个 数字 组 成 . 
再 取 二 位 数 396, 按 上 法 得 到 963 与 369 两 个 自然 数 ,将 
这 两 个 数 相 减 得 到 
963— 369 = 594, | 
再 由 対 594 已 经 做 过 的 讨论 知道 ,对 396 施行 上 述 手 续 2 次 
后 ,我 们 恰好 得 到 495 这 个 数 . 

PHR 297, 按 上 述 规则 做 ,我 们 得 到 972- 279 = 693, 

而 由 上 面 的 例子 ,我 们 得 知 ,对 297 施行 上 述 手 续 3 次 后 ,我 
们 就 可 得 到 495 这 个 数 . 

再 取 198, 按 照 上 述 规 则 做 ,我 们 得 到 981 一 189= 792, 
再 由 上 面 讨 论 过 的 例子 即 知道 ,对 198 施行 规定 手续 4 次 后 ， 
我 们 就 可 得 到 495 这 个 数 . 

FHR 798, 按照 上 述 规则 做 ,我 们 得 到 

987— 789 = 198, 
Eh Fñ He pha ВАА, xq 798 施行 规定 手续 5 次 后 ， 
我 们 就 又 得 到 495 送 全 数 . 
再 到 878 这 个 三 位 数 , 按 规则 做 就 得 到 
887 — 788 = 99. 
如 采 一 个 三 位 数 的 三 -个 数 字 全 相同 ， 比方 333 ,由 它 出 发 


按 规 则 做 就 得 到 
333 一 333= 0 


这 种 平凡 的 情形 我 们 将 不 再 考虑 .我 们 要 问 : 任 给 一 个 三 个 数 
字 不 全 相同 的 三 位 数 , 对 它 施行 规定 手续 至 多 5 次 ,是 否 一 定 
会 将 它 变 成 99 或 495 呢 ? 答案 是 肯定 的 . 

下 面 来 讨论 任意 一 个 三 个 数字 不 全 相同 的 三 位 数 的 情形 . 
I0<c<b<a<9 月 a>c, 将 这 三 个 数字 从 大 到 小 排列 ,得 
到 三 位 数 (4 bw, 这 里 a,b,c 分 别 为 其 百 位 .十 位 及 个 位 数字 ， 
将 qa,b,e 这 三 个 数字 再 从 小 到 大 排列 ,得 到 自然 数 CDa) .由 
a>c 而 有 (abo „> Cha) 0, 相 减 得 到 | 

(аЬд io— СБа), = (100а+ 105+с)— (100 c+ 10 Б+а) 

= 99(4-с). ` | 
н0<с<а<9 19 1 <а-сҳ<9. 

如 果 a 一 c=1， 我 们 得 到 二 位 数 99. 

ШЖ 2<а—с<9, 1 99(a— c) 为 下 列 八 个 三 位 数 中 之 

198,297, 396,495,594,693,792,891. 

由 于 198 与 891 缘由 1,9,8 这 三 个 数字 组 成 ,297 与 792 
ЖЕҢ 2,7,9 这 三 个 数字 组 成 ,396 与 693 皆 由 3,9,6 这 三 个 
数字 构成 ,495 与 594 皆 由 4,9,5 这 三 个 数字 构成 ,而 前 面 给 
出 的 例子 已 经 证 明了 594,396,297, 198 这 四 个 数 经 过 规定 
手续 至 多 4 步 即 可 变 为 495. 因 而 , 任 给 一 个 三 位 数 ,只 要 它 
的 最 大 数字 与 最 小 数字 之 差 大 于 1, 那 么 ,经 过 规定 手续 至 多 5 
步 就 会 得 到 495. 又 由 798 这 个 三 位 数 的 例子 知道 ,确实 有 三 
位 数 存 在 ,需要 经 过 5 步 才 能 变 为 495. 这 就 完成 了 对 三 位 数 
的 讨论 . | 

下 面 考 虑 四 位 数 的 情形 . 先取 2358,3 2,3,5,8 四 个 数字 
先 从 大 到 小 排列 ,再 从 小 到 大 排列 ,分 别 得 到 8532 5 2358 两 
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个 数 , 相 减 得 到 
8532— 2358 = 6174， 
如 果 将 6,1,7,4 这 四 个 数字 先 从 大 到 小 排列 ， 再 从 小 到 大 排 
列 ,分 别 得 到 7641 与 1467, 相 减 得 到 
7641— 1467 = 6174, 
我 们 仍然 回 到 6174 这 个 四 位 数 ! 
再 取 2088 这 个 四 位 数 ,将 2.0,8,8 这 四 个 数字 先 从 大 到 
小 排列 ,再 从 小 到 大 排列 ， 分 别 得 到 8820 与 0288( 即 288) , Ж 
减 得 到 
8820— 288 = 8532. 
再 由 上 面 的 讨论 知道 ,对 2088 这 个 四 位 数 施行 规定 手续 2 次 ， 
就 得 到 6174 这 个 数 . 
再 取 1998, 按 上 述 规定 手续 做 一 次 即 得 
9981— 1899 = 8082, 
再 由 上 面 对 2088 的 讨论 知道 ,对 1998 施行 规定 手续 3 次 ,就 
得 到 6174 这 个 数 . 
再 取 4176 这 个 数 , 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
7641— 1467= 6174. 
FHR 4266, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
6642— 2466 = 4176, 
由 上 面 对 4176 的 讨论 知 ,对 4266 施行 才 正 手续 2 次 ,就 得 到 
6174 这 个 数 . 
再 取 3996, 按 规定 做 一 一 次 即 得 
9963— 3699 = 6264, 
再 由 上 面 対 4266 的 讨论 知 ,对 3996 施行 规定 手续 3 次 ,就 得 
到 6174. 


再 取 3447, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
7443 — 3447 = 3996, 
再 由 上 面 对 3996 的 讨论 知 ,对 3447 施行 规定 手续 4 次 ,就 得 
到 6174. | 
再 取 8172, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
8721 1278 = 7443, 
再 由 上 面 对 3447 的 讨论 知 ,对 8172 施行 规定 手续 5 次 ,就 得 
到 6174. 
再 取 9351, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
9531— 1359= 8172， 
由 上 面 对 于 8172 的 讨论 知 ,对 9351 施行 规定 手续 6 次 ,就 得 
到 6174. 
再 取 9261, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
9621 — 1269 = 8352, 
由 上 面 对 2358 的 讨论 知 ,对 9261 施行 规定 手续 2 次 ,就 得 到 
6174. - 
再 取 9081 , 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
9810— 189=9621, 
再 由 上 面 对 9261 的 讨论 知 ,对 9081 施行 规定 手续 3 次 ,就 得 
到 6174. 
再 取 9171, 按 规 宕 手续 做 一 次 即 得 
_97i1- 1179 = 8532, 
再 由 上 面 对 2358 的 讨论 知 ,对 9171 施行 规定 手续 2 次 ,就 得 
到 6174. 
再 取 8730, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
8730- 378= 8352, 


再 由 上 而 对 2358 的 讨论 知 ,对 8730 施行 规定 手续 2 次 ,就 得 到 
6174. | 
# 6354, 按 规 定 手续 做 一 次 即 得 


6543— 3456 = 3087, 


再 由 上 面 对 8730 的 讨论 知 , 对 6354 施行 規定 手付 3 次 ,就 得 到 
6174 . 
再 取 7173, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
7731— 1377 = 6354, 
再 由 上 面 对 6354 的 讨论 知 , 对 7173 施行 规定 手续 4 次 ,就 得 
到 6174. 
_ 再 取 7992, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 


9972 — 2799 = 7173, 


再 由 上 面 对 7173 的 讨论 知 ,对 7992 施行 规定 手续 5 次 ,就 得 
到 6174. 


再 取 9441 , 按 规定 手续 做 一 次 得 到 
9441 — 1449 = 7992, 


再 由 上 上 面 対 7992 的 讨论 若 , 对 9441 施行 规定 手续 6 6 次 ， 就 得 
”到 6174. 
再 取 2268, 按 规定 手续 做 一 次 得 到 


8622 — 2268 = 6354, 


再 由 上 面 対 6354 的 讨论 知 ,对 2268 施行 规定 手续 4 次 ,就 得 
到 6174. 


再 取 5355, 按 规定 手续 做 一 次 得 到 
5553— 3555 = 1998, 
再 由 上 面 对 1998 的 讨论 知 ,对 5355 施行 规定 手续 4 次 
到 6174. 
再 取 5994, 按 规定 手续 做 一 次 得 到 
9954— 4599 = 5355, 


,号 得 


再 由 上 面 对 5355 的 讨论 知 , 对 5994 施行 规定 手续 5 次 ,就 得 


到 6174. 
再 取 2448, 按 规定 手续 做 一 次 得 如 
8442— 2448= 94. 
再 由 上 面 对 5994 的 讨论 知 ,对 2448 施行 规定 手续 6 次 
到 6174. 
再 取 $265, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
6552— 2556 = 3996, 
再 由 上 面 对 3996 的 讨论 知 ,对 5265 施行 规定 手续 4 
到 6174. 
再 取 3267, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
7632- 2367 = 5265, 


,就 得 


次 ,就 得 


再 由 上 面 対 5265 的 讨论 知 ,对 3267 施行 规定 手续 5 次 ,就 得 


到 6174. | 
再 取 3357, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
7533- 3357=4176, 
再 由 对 4176 的 讨论 知 ,对 3357 施行 规定 手续 2 
到 6174. 
再 取 4086， 术 规 定 手续 做 一 次 即 得 
8640— 468 = 8172, ` 


次 , 就 得 


再 由 上 面 对 8172 的 讨论 知 , 对 4086 施行 规定 手续 6 次 , 就 得 
到 6174. | 
再 取 4446, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
6444— 4446 = 1998, 
再 由 上 面 对 1998 的 讨论 知 ,对 4446 施行 规定 手续 4 次 ,就 得 
到 6174. 
再 取 5085, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
8550— 558 = 7992, 
再 由 上 面 対 7992 的 讨论 知 ,对 5085 施行 规定 手续 6 次 ,就 得 
到 6174. 
再 取 $17$, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
7551— 1557 = 5994, 
再 由 上 面 对 5994 的 讨论 知 ,对 5175 施行 规定 手续 6 次 ,就 得 
到 6174. | 
再 取 5445, 按 规定 手续 做 一 次 即 得 
5544— 4455 = 1089， 
再 由 上 鞋 面 对 9081 的 讨论 知 ,对 5445 施行 规定 手续 4 次 ,就 得 
到 6174. 
若 取 2111, 按 规定 手续 做 一 次 得 到 
2111— 1112= 999. 
若 取 3152, 按 规定 手续 做 一 次 得 到 
5321— 1235 = 4086, 
再 由 上 面 対 4086 的 讨论 知 , 对 3152 施行 规定 手续 七 次 ,就 又 
得 到 6174. 
以 上 的 例子 启发 我 们 : 对 任 一 个 四 位 数字 不 全 相同 的 四 
位 数 , 经 过 规定 手续 至 多 七 次 ,总 会 变 为 6174, 或 是 变 为 999, 
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OWN 七 次 才能 变 成 6174 луй. 下 面 来 证 明 

зањ a,b,c d ТАЗЕ а> b > c> d, HAMAS 
不 全 相同 ,也 就 是 有 a>d. 由 它们 作出 的 最 大 及 最 小 整数 分 
别 是 (a рса) „Ка c b a) ;这 里 (a b c dg) 表示 一 
四 位 数 , 它 的 干 位 、 百 位 .十 位 及 个 位 数字 分 别 为 4，b，c, d. 
将 所 得 到 的 两 个 数 相 减 , 即 得 | | 

(ар сӣ) „- d сБа) 

= (1000а + 1006 + 10с+ d) — (10004+ 100с+ 10р + а) 

= 9994-4) +9005 с). ` 

(一 ) WẸ а- 4=1 H. b= с, RIRA 999. 

(Z) 如果 2<a-d<9 mH 0< b -с<9, Е Ж 9]. 
g 一 9 の > ヵ ーc, 我 何 就 得 到 表 二 中 的 52 个 自然 数 . 由 上 面 讨 论 
过 的 例子 看 出 ,对 表 二 中 52 ТО 规定 手续 至 多 六 次 ， 
就 会 得 到 6174 这 个 数 . 

(2) 4 а-4=1 8}, н 0<b—-c<a- d 得 知 ,或 者 有 
5ーc=0. 或 者 有 ゎ ーc=1. 其 中 p ヵ ーc=0 R.a- d= 184836 
前 面 已 讨论 过 了 ,而 当 b 一 c=a 一 d= 二 1 时 有 

(a b cd), — (d cb a), 1089, 
再 由 上 面 例子 中 对 9081 的 讨论 知道 ,对 此 情形 中 的 四 位 数 (a 
b c d) o WITRE Р 4 次 即 可 得 到 6174. 

综 上 所 述 就 证 明了 : 任 给 四 个 不 全 相同 的 非 负 整数 a, b. 
с, d, a>b>c>d. 那 久 , 当 а-а=1 B b= си, 17 
手续 一 次 就 将 该 数 (a b c d) o 变 为 三 位 数 999; 而 在 其 它 情 _ 
形 , 对 (a b c 4) io 施行 规定 手续 至 多 七 次 , 即 可 将 它 变 成 
6174 这 个 四 位 数 . 又 四 位 数 3152 的 例子 说 明 , 确 有 四 位 数 存 
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在 , 稼 经 规定 手续 七 次 方 可 变 为 6174. 这 就 完成 了 对 于 四 位 
数 的 情 形 的 対 疹 (見 表 二 ) ， 


( 表 二 ) 


rar өз | mm 
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2178 | 3177 4176 | 5175 6174 17173 | 8172 9171 
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增多 ,讨论 也 更 加 复杂 ,相应 的 结果 也 更 加 复杂 一 些 ,这 里 就 
ЖЖЖ ү. 


$3. 用 归纳 法 解 题 


归纳 法 是 一 个 里 要 的 工具 ,在 本 节 里 我 们 给 EJLA HIH 
纳 法 解 题 的 例子 . 


例 1 EAn 5n 是 6 的 倍数 (这 里 为 一 个 正 整 数 ) . 
ү 我 们 应 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 
(1) 当下 = 工时 有 71+ 5п = 6, 因 此 当 n= 工时 命题 成 立 . 
(2 设 此 命题 对 n=k 一 1 已 经 成 立 , 这 里 kk 之 2 为 自然 
数 , 即 有 整数 m 使 
(к= Di+S(k- D = 6m, 
下 面 来 证 明 命题 对 n = k 也 成 立 .由 归纳 假设 有 
kèt 5k=(k— I+ 0) `+ 5(К— 1) + 5 
=(k- `+ 304 = 1) 2+ 304-0 +1+5 (к-р) š 
= (К 1) 3+ 5(К— 1) +3(k— Dk+ 6 


= 60 + È (к= Dk+ D, 
因为 上 是 一 个 整数 ,所 以 + k(k 一 也 是 一 个 整数 , 因此 


ERRIAK + Sk 确实 为 6 的 倍数 .因而 所 述 命题 对 所 有 正 整 
ЖСП 腎 成立 . 
例 2 设 n 为 一 个 正 整数 ,xi ` 
有 不 等 式 
(х,у, + э. +х„уд?< (+ ... + х) (y; + ... + у?) 
(1) 


х, у у, 都 是 实数 , 则 


成 立 . 
证 这 里 的 命题 就 是 不 等 式 (D) 式 . 
(1 当 n=1 HHRMA y)? = x ye СЮ RE. 


(2) 现在 设 不 等 式 (D 对 自然 数 n=k 一 1 成立 , 即 優 定 
(x+ “` Tx (XT "° + XK-1) 
х(ур+ с 二 其 -0 2 
则 我 们 有 
(カキ Ft xy 2 
= (ху 77 + x yt)! +х у 
+ 2ху„(ху+ 77 E Xk) 
<(х#+ з вх) yit `" + у-у) + xy 
+ RXPX Y + ` + У)» (3) 
HT x y (i= 1,2,… ,k) 都 是 实数 ,所 以 有 
XE y; хур TIX yX (х,у ху) ?> 0, 
即 
2x,y X iy, S xi ур + ху. 
于 是 
XÈ y +2ху,(хүу+ 77 охлу) 
<х;ур + р ур tx yR + +(хфур rt Xi- yk) 
=x2(y2+ … +y Ty2(x2+ сз jx). (4) 
由 (3) 及 (4 得 到 
(xy t 77 хаар)" 
<(х#+ вх) (узъ с + у), 


BREAD ЖЕТИ ER п 都 成 立 ， 
下 面 所 列举 的 几 个 从 数字 计算 中 所 出 现 的 猜想 问题 ,表面 看 
来 是 很 困难 的 ,但 是 实际 上 使 用 数学 归纳 法 却 是 很 容易 证 明 的 . 
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例如 ,经 过 计算 我 们 得 知 

1—2+3=1+2+3, 

1- 22+ 32— 4+5=1+2+3+4+5, 

1— 22+ 32- 4+5 62+ 72 =1+2+3+4+5+6+7, 

1—-22+ 32— 42+ 52— 62+ 72— 82+ 92 = 1+2+3+ 4+ 5 

+6+7+8+9, 

1— 22+ 32— p+ 5°— 62+ 72— 8+ 92— 102+ 17= 1+2 

+3+4+5+6+7+8+9+ 10+11, 
因此 ,我 们 猜想 当 n > 1 时 有 

1— 22+ 32— 42+ 52— … — (2л)?+ (2п +1)? 

=]+2+3+4+ 5+ 十 (2n) + (2n+ 1) (5) 
R.A ER R Hn = k ERA , 来 正明 ($) 式 对 m=K+1 
也 成 立 . 由 归纳 假设 我 们 有 


1— 22+ 32— 42+ 52— + — (2Ю)?+ (2k+ 1)°— (2k+ 22 
+(2k+ 3)? 

=1+2+3+4+ 5+ … +O2k) + (2k+ D — (2k+ 2)? 
+ (2k + 3)2 | 


=1+2+3+4+5+ … +(2Ю + (20+ 10) + 46+ 5 
=1+2+3+4+5+ + (20) + (26+ D) + (2+2) 
+ (26+ 3), 
这 表明 (9 式 対 n=k+1 也 成 立 . 因而 (9 式 得 证 . 
经 过 计算 ,我 们 得 知 
1- 22=-(1+2, 
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1— 22+ 32— 42= – (1+2+ 3+4), 
1— 22+ 32— 42+ 5— 62= – (1+2+3+4+ 5+6), 
1— 22+ 32— 42+ 52— 62+ 72— 8? 
= – (1+2+3+4+5+6+7+ 9), 
1— 22+ 32— 42+ 52— 62+ 72— 82+ 92— 10? 
= —-(1+2+3+4+5+6+7+8+9+ 10), 
因 此 我 何 猪 想 , 当 n>1 时 有 
1— 22+ 32— 42+ … +(2п— D2— (2? 
= 一 (1+2+3+4+ … +(2n— D +(2n) ` (6) 
成 立 . 现 在 设 (@ 式 对 n=k 已 成 立 , 由 归纳 假设 就 有 
1 一 22+ 3 一 4 十 +(2k- D2— (20° 
+ (26+ 1)2— (2k+ 2)? 
=—(1+2+3+4+ … + (26-1) + (20) 
+ (26+ 1)2— (26+ 22, 
=-(1+2+3+4+ … +(2k— D + (20) + (26+ 1) 
+ (26+ 1) + (26+ 2)), 
这 表明 (@ 式 対 r= た + 1 也 成 立 . 因 而 (@ 式 得 证 . 
经 过 计算 ,我 们 得 知 
1;+ 23= (1+ 2°, 
18+ 23+ 39=(1+2+3)?, 
HB 十 23+ 33+ 4 お = (1+ 2+ 3+ 4)2, 
12+ 2+ 32+ 4+ 5=(1+2+3+4+5)?, 
+ 23+ 32+ 42+ 55+ 6б= (1+ 2+3+4+ 5+ 6°, 
12+ 25+ 32+ 44+ 52+ 6+ 7%= (1+ 2+3+4+ 5+ 6+ 7), 
因此 我 们 猜想 , 当 n> 1 时 有 
+ 22+ … 十 n= 二 (1 十 2 二 +n)? (7) 
成 立 .现在 假设 (7 式 对 n= 已 经 成 立 ,由 归纳 假设 我 们 有 


` 23 ・ 


BAXE ++ (К+ 1)%=(1+2+ 5 0)? (К+1)Р 

=(1+2+ … +? (К+ 02 (12+ … 
+k+(k+1)2+(1+2+ … А+ (К+ D)? 

=(1+2+ +0)2+ (k+ D)3- (14 2+ = +00)? 
ー 2(k+1)(1+2+- +k)- (+10? 
+(1+2+ … +k+(k+ D)? 

= (Къ) (た + 1) :一 2(1+2+ +k) = (k+1)) 
+(1+2+ … +k+(k+1))? 

=(к+10((к+1)°-К(К +0) -(k+D)+(1+2+ … 
+k+(k+ D)? 

=(1+2+ … +k+(k+1))?, 

故 (7) 式 対 r= た + 1 也 成 立 .因而 (7) 式 得 证 ， 


$4. 前 R 89887 TEA 


众所周知 ,对 于 自然 数列 的 前 n 项 的 和 ,有 公式 


nín+ 1) 
ーー うぅ 


那么 ,对 于 自然 数 的 二 次 方才 的 和 .三 次 方 寨 的 和 ,是 否 也 有 
简 平 的 计算 公式 呢 ? 公元 前 两 百 多 年 时 ,希腊 著名 科学 家 阿 
基 米 徳 (Archimedes 就 已 经 求 得 了 这 两 个 和 分 别 是 


12 十 22 十 … +R L ntn+ Dn+ р, 


1+2+ … + = (8) 


22 5 п (12+ - +m, 
只 是 他 采用 的 证 明 方 法 比较 复杂 .进一步 ,是 否 有 自然 数 的 
四 次 方 者 和 的 公式 ? 这 是 十 希腊 人 无 能 为 力 的 ,直到 十 一 世 
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纪 时 , 才 由 阿拉 们 人 得 到 . 
进一步 ,自然 数 的 五 次 方 守 和 ,六 次 方 守 和 ,更 一 般 地 ， 
自然 数 的 m WIRA 
y к" = 1” 十 "+ 3" 十 „++ + п" 


是 否 也 有 简单 的 计算 公式 呢 ? | 

可 以 想象 , 当 т 较 大 时 ,这 个 问题 是 够 复杂 的 ,经 过 许多 
数学 家 的 努力 ,已 经 找到 了 好 些 各 不 相同 的 解决 办 法 ,下 面 我 
们 介绍 其 中 最 为 初等 .也 最 为 简单 的 一 种 ， 

我 们 设 已 知 公式 (8) ,要 想 求 出 二 次 客 和 的 公式 .从 下 列 
恒等式 

{п+1)3— m= 3и2+ 3и + 1, 

т (n リー 3( ヵ ー D2+3(n—- D +1. 


B= 22=3(2)2+ 3(2 + 1, 
22— 15=3(1)?+ 300) +1 
出 发 ,将 这 些 恒 等 式 两 边 加 起 来 得 到 


(n+ りー ドー35 + 3》 k+ n, 
k=1 
H(8) 式 即 到 | 
39 k= (n+ Dn 3. At, 
| = 2 
由 此 解 得 


Y に = 1 n(n+ D) (2n+ 1). (9 
k=1 
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为 了 从 (9 及 (9) 式 导 出 三 次 方 寡 的 和 的 公式 ,我 们 将 下 
列 恒等式 

(п+ 1)t— п*= 4п'+ би + 4п+ 1, 

п*— (п—1)*= 4(n— 03+ 6б(п— D2+4(n-— D + 1, 


3 一 24= 4(2)°+ 6(2)2+ 4(2) + 1, 
パー D3+6(D)2+4(D+1 
两 边 分 别 相 加 即 得 
(n+D4 一 1=4》 Ra+6y》 Ю+4Ў ktn. 
к= | k=l k=l 
由 (8) 及 (9) 即 得 


` n(n+ 0 (2n+ 1) 


4 з= (0+ D1-6 > 
к=! 


-4. nt _ n. 
于 是 
Уе 4 — n?(n+ 1)’. (10) 


STAD. O RUO ня RIRES 
式 
(п+1)'— п? = 50+ 10m + 10n2+ Sn + 1, 
п?— (п— 1)5=5(n— 1) *+ 10(n— 1 2+ 10(n— 1)? 
+5(n— 1) + 1. 


35— 25= 5(2)++ 10(2)*+ 1002) 2+ 5(2) + 1, 
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2°— 1?9=5(1)++ 10CD + 1001 + 51) +1 
P ЈАН BHIS 
(n+ D5- 15= 5У K+ 10Ў\ だ が + 10y + 5Y k+ n, 
к=! к=! kー1 k=] 


将 (8) 一 (10) 式 代 入 上 式 , 即 可 解 得 


Y= у n(n+ D (2n+ 1)(3п?+ Зп D. (1D 


将 以 下 诸 恒 等 式 
(n+ 16 一 が テモ 6 が 十 15п*+ 20n'+ 15п?+ бп+ 1, 
п (п D = 6(n— 1) ++ 15( ヵ ー 1) *+ 20(n— 1) 3 


+15(п- D? + 6(п—1) +1, _ 


зо 6(D H 150295 20(2 3+ 15(20+ 602) 21, 
25— ls=6(D5+150D4+ 20(1)2+ 15(02+ 6(D +1 
画 按 分 别 相 加 ,我 们 得 到 
(n+ 16—166 УК?Е15У 2 бу; e+159 + 6 ktn. 
k=l k=l 


利用 (8 一 410 式 以 及 上 式 容易 得 到 


y ks= -L (r+ D (22+ 2n- D. (12) 
= 12 
将 以 下 诸 恒等式 


(п+)?°—п?'=7п°+ 210+ 35п*+ 35n + 21п?+ 7п-® 1, 
п'—(п— 1)'=7(п— 0% 21(n— D°+ 35(п— D*+35(n—1) ` 
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+ + Ше-0 +7 7(n— D + 1, 


7ー ク = 126+ 21025+ 35(D4+ 35(23+ 21(92+ 72 +1, 
27— = 7(1)%+ 21(D + 3500) ++ 35(1) + 21(1)2+ 700) + 1 
两 边 分 别 相 加 ,我 们 得 到 


(n+ D7- 17579 k5+ 21Ў ó+ 35У Ke 
k=1 k=] k=1 
+ 35У` К+ дуд + ту k+ п, 
к= 1 | к=! k=] 
将 (8 一 (12 式 代入 上 式 即 得 
$ 
k= 


1 


кб = + n(n+ D (бп?+ 154+ бп? 6m—n+ 1) (13) 


-7 n(n+ D Оп+ 0 (3п*#+ 6и*— Зи + D. 


有 了 上 述 公式 ,奇数 的 方 蹇 和 以 及 偶数 的 方 赛 和 的 计算 
也 可 一 并 获得 解决 .例如 ,对 于 奇数 的 二 次 寡 和 ,我 们 有 公式 


Ў Ok- р2= Ў k- ў (2102 
‚ k=1 к= 1 к=] 
_ 2102п+ D (4п+ 1) _ (0 n(n+ D (2n+ 1) 
6 б 


_ _n(2n+ 1) (2n— р (14) 
3 . 
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>J 


Е: 

І. х.х, п TA З, п> 1 为 给 定 的 任 一 个 上 自 

然 数 , 如果 
Xi X, `” Х„= 1, 
那么 必 有 
XL x,+ `` +х„>п, 

2.( 反 归纳 法 ) 如果 : 

(DD 结论 P 对 无 限 多 个 自然 数 n ERS, 

(2) 由 PP 对 自然 数 n(n 宕 成 立 可 以 推出 P 对 n 一 1 也 一 
那么 结论 PP 对 一 切 自 然 数 丝 成 立 . 

3. 试 用 反 归 纳 法 证 明 柯 西 (Cauchy) 不 等 式 


n а + ° +a 
Га а, < | 


п 
这 里 а, ,a 为 任 给 的 nn 个 正 数 . 
4.7 0<х<1/2,1= 1," ,hn, 则 有 


хс X. _ < (1-х): (1— x) 
(x+ Tx)" Мх) в +(1—x)]" ` 


5 证明， ' 


(1) ーー ( 3л*+12п7+ 14п°— 7п°+ 2n2) 
k=] 
= in? (3747+ 2), 
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(D Y k= — (10+ 45п*+ 600! — 42n°+ 20n° Зп) 
k 1 


で (n+ DASR- 100+ RN- Э, 


| 


(D と だ ーー に Ол°+10п°+ 150% 14л°+ 10m 3n? 
k=l 


_ l Боз со a 
30 人 2 5п2+ 6 カー Э), 


其 中 n=n(n+ 1. 


第 十 章 ”数论 中 请 见 的 数 


里 ,我 们 要 介绍 一 些 在 数论 问题 中 经 第 出 现 的 
IS RENE: 14 


sS 1. 伯 努 利 数 
定义 第 n 个 伯 努 利 (Bernoulli) 数 В, 由 递 推 关系 
(ao 0 


及 有 = 工 所 定义 
在 (1) 式 中 取 ヵ = 2 即 得 


消去 B. BHS 
B=- L B, 


2 
在 (1) 式 中 取 ヵ = 3 即 得 


^3 3 3 
p= B+ (7)B+ (2)в (2) в. 


消去 В, 即 得 (注意 B= 1,B, = -十 ) 
1 ] 
в=- 1 (зв +в)- 2. 
应 用 同样 的 方法 可 以 算出 前 面 一 些 伯 努 利 数 的 值 : 
1 1 
В,=1,В, 2 В. = ご» В, = 0 
B,=- -+ , В,=0, В, = 25, B,=0, В,= 1 
4 30 ' ` > 6 42 "7 ‚8 30°? 
5 | 
В, = 0, Вот 66 ' В, = 0 


由 定义 及 从 定义 计算 B, 的 方 深 很 容易 看 出 有 以 下 结论 
成 立 : 一 切 В, 皆 妨 有理 数 . 

伯 努 利 数 有 许多 重要 的 性 质 ,由 于 证 明 这 些 人 性 质 需要 较 
深 的 数学 知识 ,故我 们 只 列 出 以 下 几 个 性 质 ,而 没有 给 出 其 详 
细 证 明 . 

性 质 1 . 


B,= уе て КАЛ で Tr と に or 人 J k" 0) 
性 原 2 . | | 
2 (— 1)“ š 人 ( )y 
B, = DO (3) 
L KF] 之 ; 7 3 
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B... = 0. (4) 
性 质 4. kzl, W 


— роу (2л) *В, 
ん n” CDe 2(2k)! (5) 
性 质 5 
(2k)! 


lim 18,11 )=1. (6) 


226 122 
例 试 计算 级 数 》 一 二 当 k=1，2，3, 4 时 的 值 
解 ”我 们 有 (由 (3$) 式 ) 


о] _ (2л) В, 

之 nt ( 1)3 2 z) B 3 В,= л“ /90, 
> 1 ーッ 2 б 6 

之 иб 一 (一 1)* : л) 2 = 2 В, = zŠ /945, 
& Í —{ — 5 (2z)°B 一 rË — 

2 (ーー リリ ダー が Т 315 8: л*/9450. 


伯 努 利 数 B, 与 伯 努 利多 项 式 有 密切 的 联系 .第 n MAZ 


利多 项 式 B (x) (п>20) НЖЖ 4 
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B(x) = (l) Вх (7) 
ok 


定义 ， 其 中 В, ШУ k TARAR. 
| 但 努 利多 项 式 也 有 许多 重要 的 性 质 .我 们 先 计算 几 个 伯 
努 利多 项 式 . 
在 (7) 式 中 取 n=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
11， 我 们 依次 算得 有 
Вх) =1, B (x) = x- 1 ‚ Вх) ニモ デー テオ 1 


2 6 
B .(x) ニー > 0+ Ух, I 
B (x) ニモ マー 20+ デー 56 , 
B (x) =x- 2. +3 x-i x 
Bx) ニダ ゲー 3x’ + s: “= 5-0 25 , 
Ву) х 2 + テ ダー る x+ L X, 
вод =d- 4+ 40-12061, 
Bx = х?- 2 x+ 6x — 2 で 2- 2. х, 
Вх) = x0— 59+ А> 一 T+ se- 3, e+ > ， 
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„АЉ. 


МА уч {ТК -үт — 


и 5 
Вад = ext 1 E х 2-х 


由 定义 式 (7) 以 及 但 努 利 数 皆 为 有 理 数 ,立即 导出 下 面 的 
性 质 1 * 伯 努 利多 项 式 皆 为 有 理 系数 多 项 式 . 

伯 努 利多 项 式 还 有 以 下 重要 性 质 : 

性 质 2* 対 ヵ >1 有 


_g(x+1) — B,(x) = nxt, 


特 列 当 ヵ >2 時 有 8B,(0) = B0). 
性 质 3* 対 ヵ >1 有 


k= 1 (Bri(mt 1) — Ba 
(这 给 出 计算 前 m 个 自然 数 n ОИНИ). 
伯 努 利 数 与 伯 努 利多 项 式 在 数论 中 有 极 重 要 的 地 位 ， 例 
如 它 和 解析 数论 中 的 黎 曼 zeta РИС t (s) 有 密切 的 联系 ;此 外 ， 
它们 在 组 合 数学 中 也 有 许多 重要 的 应 用 .在 这 本 小 册子 里 ,我 
们 不 能 给 出 这 些 结果 的 详细 介绍 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 以 
下 书籍 : 
[1] T. M. Apostol, Introduction to Analytic Num- 
ber Theory, Springer— Verlag, 1976, 第 12 章 . 
[2] G. H. Hardy and E. M. Wright, An Introduc- 
tion to the Theory of Numbers Oxford Universi- 
ty Press, 第 五 版 , 1979, 第 7, 13, 17 章 . 


: 2. 斐 波 那 契 数列 


_ 慕 波 那 契 (Fibonace) 出 生 于 1175 年 ,是 意大利 一 位 很 
著名 的 数学 家 .在 他 于 1202 ФУ Жи И К > 
数学 书 中 , 斐 波 那 契 提出 了 一 个 有 名 的 “关于 人 兔子 生 梨子 的 数 
学 问题 "“ 即 有 一 个 人 把 一 对 小 例子 关 在 一 个 大 房间 里 咀 养 起来， 
假定 一 对 小 兔子 经 过 一 个 月 以 后 就 能 长 成 为 一 对 大 兔子 ,而 
一 对 大 兔子 经 过 一 个 月 后 就 能 够 生出 一 对 小 兔子 , 斐 波 那 契 
的 问题 是 问 经 过 一 年 以 后 总 共有 多 少 对 兔子 生出 来 ? 这 是 一 
个 算术 问题 ,但 却 不 能 用 普通 的 算术 公式 来 进行 计算 . 

我 们 用 记号 A 来 表示 一 对 小 兔子 ,而 用 记号 O 来 表示 
一 对 大 优 子 .不 妨 假 设 时 间 是 从 一 月 一 日 开始 计算 的 .我 们 用 
F, RRE n 月 一 日 总 共有 斧子 的 对 数 .我 们 用 图 1 所 示 的 图 
形 来 表示 免 子 的 生长 与 繁殖 情况 .其 中 实 箭 头 一 一 ”表示 一 
对 小 兔子 长 成 为 一 对 大 兔子 ,或 者 表示 一 对 大 兔子 继续 生长 ,而 
ЙЕНЕ ーー テ 表示 生 下 来 一 对 小 兔子 . 

П РОЖЕ п А :月 大 免 子 对 的 数目 ,用 FR 
示 在 nn 月 一 日 小 兔子 对 的 数 自 ,下 次 图 1 中 的 结果 可 以 列表 如 下 


жЕ» 
M 小 ) 
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图 геу Гү 
| К+ Н- НМР 
OVOVOOVOVOOVOOVOVOOVO 
^ 个 "A 个 个 1 人 人 мкр 个 
[үшүү үшүк 
| ' | ' | \ り YkhkVBH-H132 
V О O V O O VO V O O ç O 
人 4 х ^ л 
| | | \ | ' | | I IYNE ALY 
' YK EH. HN 
O V O V O O у O 
| ヽ / ` / | ヽ / LY 
` N \ үн Ит 
ү О О V O | 
R, Ñ 
`. / | N / JJ] 5 
`` ` YKI B. Е 
1 Va o ра 
`. f Ylk— B H-H 
Ve O 


` Z | | +5% 


拱 一 此 过 日 一 日 一 下 


О 
| | EYN 
V крш HR 
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対 ヵ > 1， 我 们 定义 F, 为 
Е = FA) + ЕЧ) ， 
即 F, 表示 半月 一 日 时 所 有 的 兔子 总 对 数 . 由 F, F, F 
的 定义 ， 我 们 有 
Е,= Еб, Fo > 
当 ?z3 时 ， 由 上 面 两 式 我 们 有 
F,= ЕР? + ЕН В, + FA = Р, + F,- , 


对 п >3 ,利用 这 个 递 推 公式 可 以 算出 F, 的 值 .经 过 计算 我 们 
有 以 下 的 表 . 


Ili Fp = 2367914296 知道 ,只 出 一 对 小 绝 子 ,经 过 三 年 半 时 
jul ЖЫЙ RE AEA TEE A FAXT ЕЛ 
PAER FA BLUE E AE РТ, AA E Ч 
р MIETX PA АЛ, ЗЕЛ О ДЕТ — + EE 
的 数 列 一 EKAR TRUS, IEE XA 


F =F.=1, F, = Е +F (n>3), (8) 
БОЗА ТИ EEEE З 
1.1.2.3.5.8.13.21.34.55.89、・・・. (9) 


后 来 ,法 国 数学 家 人 本 斯 发 现 , 素 数 的 某 些 性 质 与 斐 波 那 
契 数 列 有 有关, 为 此 他 引进 了 一 个 与 斐 波 那 契 数列 性 质 相 似 的 
新 数 列 一 售 卡 斯 数列 ,这 个 数列 的 定义 如 下 : 


Li=1. L=3, L,=L, +L,- (n>3), (10) 
于 是 售 卡 斯 数列 音 面 一 些 项 写 出 来 就 是 
1.3.4、7,11.18.29.47.76,123、 


关于 这 两 个 数列 ， 有 许多 重要 的 性 质 ,下 面 列 出 其 中 的 一 
部 分 . 
定理 1 当 ヵ >2 时 有 以 下 结论 成 立 : 


(1) F,+ Е,+ ~ ` +F =F... 1, (11) 


' (2) F+ F,+ +F, =F, | (12) 
(3) F,+ Fit … + Ep5 Е, 1, (13) 
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(4) К+ F2+ = += ЕЕ, | (14) 
(5) F2 + FS Fna, (15) 
(6) Fi,,— F2_ = Е, (16) 
(7) アー アー アー デア (299 F,=0), (17) 


(8) F, Fb + Fi Е, (18) 
(9) F — Ft F,— ~ +(— DE, 

=(-D" Ft+1, (19) 
(10) L,=F,- + Fpa, . (20) 


证 (D H+TF,=F,=1, F= 3, 故 (11) 式 对 n= 2 成立 . 
现在 假设 对 n= 上 (k>2) (11) 式 已 成 立 ， 即 


FitF,t+ +F,=F,,,—1, (21) 
则 由 (8) 式 有 (用 到 归纳 假设 (21) 式 ) 


F + F,+ ー +F,+ F,. = Fs- 1+ Fps, 
-Fr 1, 
这 说 明 (11) 式 对 n=k 十 1 也 成 立 . 于 是 由 归纳 法 原理 知道 
(11) 式 对 任何 hn 之 2 WR. 


(2) НЕ =1, Е,=2, F,=3 知 (12) 式 对 n=2 成立. 
现在 设 (12) 式 对 n= 上 已 经 成 立即 有 


Fit Fit ° +Fy- FE; > (22) 


则 由 (8) 式 及 归纳 假设 有 

Fit Fyt 7 +F,- Fyri Fyt Ед F+» 
这 说 明 (12) 式 对 站 =K+ 1 也 成 立 . 于 是 (12) 式 対 任 何 自然 数 
n> 2 Ro. 


(3) IH F,=1, F,=3, Е;= 5 知 ,(13) RX} п= 2 成立 . 
现在 设 (13) 式 对 n= 上 已 经 成 立 , 即 有 


F+ Fat ` +Е = Е. 1, (23) 
由 (8) (23) RA 
Е,+Е+ Ft Fn Fa L+ Е 
= F47 1, 
XKKO КМ п=К+ 1 仍然 成 立 . 故 (13) 式 対 所 有 n>2 
ERM. | 
(4) ЖЕ, = Е,=1, Е,= 2 知 (14) ÑX} п=2 ORY. 
現在 没 (14) 式 対 ヵ =k 巳 成立 , 即 有 
F+ F+ o +Е=Е,Ёү+\, (24) 
则 由 (8) 及 (24) 式 


Е+ Fit … + F+ Е = ЕЕ, + ЕЁ, 
= Fp (F,+ F,.) 
= Е.Е, 
即 (14) 式 对 n= 十 1 也 成 立 . 故 (14 ) 式 対 』>2 皆 成 立 . 
(5) 我 们 先 用 归纳 法 来 证 明 : 当 n # m 都 是 自然 数 时 ， 
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F, =F Fp t FF, ,1 (约定 Fo=0). (25) 


我 们 用 对 m 的 归纳 法 来 证 明 (25) zx. 
=i m= 18, H F = F,= 1 及 (8) 式 有 


F,- F FF= F,- t F,= F... , ‚ 
故 (25) 式 对 m= 1 成立 .又 由 FF,=1,，F,=2 及 (8) 式 有 
F,-F,+ F,F,= F,- + 2F, 5 F, +E,=F,,,, 


00025) 式 对 下 =2 也 成 立 .现在 设 当 六 = 大 ~- 工 及 六 = 大 (К> 
2) (025) 式 都 已 成 立 , 即 有 


[Fa Е.Е +Е,,. (26) 
lF =F, Ft FR, (27) 
则 我 们 有 
F,- F. + Е, = F,-(F,+ F,-) + F,(F,+ F...) 
= (Е, F+ FPF) + (F, F, + F,F.) 
=F, Piri= Еа» 


故 (25 ) 式 対 m=k+1 也 成 立 .于 是 (25 ) 式 対 任 何 自 然 数 m 
K n У. | 
在 (25) 中 取 m E п 都 等 于 大 即 得 


F,,= F: F,+ F.F.., . (28) 
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现在 来 证 (15 ) 式 , 痛 先 由 F = F,= 1 .F,=2 易 児 , ヵ 三 2 
時 (13) 式 成立 現在 役 対 ヵ = ル (13) 成立 、 即 
БЕРЫ - 1, (29) 
由 (8) ,(29), (28) 式 就 有 


Fit Fia =F + (F,+ Fe) 
= Ft Fi Е +F Е + ЕЁ 
= Pt СЕКЕ. + FF) 
= К-К Е = Ку, 
”这 说 明 (15) 式 对 n= 十 1 也 成 立 , 故 (15) 式 成 立 ( 也 可 在 (25) 
RPR т=п-— 1 立即 得 到 证 明 ). | 
(6) 2025) RIK m = n 得 


Fon F,- F,+ ЕЕ, +, (30) 
由 (8) 及 (30) 有 


ュー 一 (アオ アー リー Е?_,=(Е + Е,Е,-\) + FEF,- 
=F,F,.,+ F,F,_ = Fa, 
这 就 证 明了 (16) 式 . 
D 由 (8) 及 (15) 式 有 | 
F F" Е.Е, (F,-,+ FD (F,- + Fp) — F,-F,-; 
= F,(F,-,+ Е,-1) + F: =F; + Е. 
= Ку-\› 
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这 证 明了 (17) 式 . 
(8) 由 (25) 式 、(15) 式 及 (8) 式 有 


F, = Е,.„= F,- F; + F,F;,+1 
=F,- (Fi, Fa) + Е„СЕ + Fari 
= F;— Fit FA(F, + Fp) 
= 一 コト Faro 

这 证 明了 (18) R. 
(9) #m=2k (k>2 1), 则 由 (12) 与 (13) 有 


下 :一 上 ?十 + Fy- Fx 
=(F + F, ,+ + Е 1) — (F,+ F ,+ ++ Fa) 
= Е. — (Еу 1) =F, (Е. +Е, 1) +1 
= 一 下 人 -1 十 1. (31) 
#m=2k+1 (k>1) ,MWJH(31) 及 (8) 式 有 


F — Fit — ++ Et Fr 
= — Кж 1+ Е | 
= — К+ 1+ (Fy + Fa) 
=F,,+ 1, 
这 就 证 明了 (19) =. | 
(10) H L,=3, Е,=1, F,=2 Я, (20) XÍ п=2 成立 . 
设 (20) 式 对 nk 已 经 成 立 ,于 是 | | 


Li= Pit Fesp Е + Е, (32) 
由 (10) ,(32) 及 (8) 式 就 有 
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а= + ВЕЕ, 5+ Е, 
= (Ft F,-,) + (F, + Fai) 
=F,+ Fiz: 


于 是 (20) RA n=k+1 WRZ, AMI п > 2,620) RRR. 
定理 2 证 明 : Мп>14 
(Fis F...) = (L, , L.) =1. 


证 设 a ,b 为 二 给 定 整 数 ,我 们 先 来 证 明 一 个 有 关 两 数 
最 大 公约 数 的 关系 式 


(a+b, a) =(b, a). (33) 
WR, RIES 
di=(a+b, a), d,=(b, a), 


则 屋 需 证 出 dl4,，dslq 就 行 了 ， | 
HEX, dla, dila+b), жа\(а+ь) ~а), ва, 
所 以 djld;; 反 之 ,由 dib, dja, EA 4К(а+ b) , 故 dildi. 
由 (8) 式 及 (33) 式 有 
(Е, Е.) =(F,, F,+ F,-) =(F,, Е.) = 
=(F,, F) =1. 


由 (10) 式 及 (33) 式 有 


(Lao Laa) =(L,. Lt+i,_)=(L,, 1„-) = 
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定理 3 WH: 当 n>1 时 
(1) E FAT M L. 也 为 奇数 , 且 


(F, L,)=1; 
(2) ЖЕ, ABR И] L, tAE, H 
(F,, L) =2. 


ШЕ (1) 由 (20) 式 及 (8) 式 有 
L, F,- + F, = 2F,- + Е,„, 
于 是 当 F, 为 奇 ( 偶 ) 数 时 ， 也 为 奇 ( 偶 ) 数 . H 


(F,, L,)=(F,, 2F,- + F,) 
=(F,, 2F,_,) 
=(F,, Е) (B 2}Е) 
=1. 


(2) ЧЕ, 为 偶数 时 ,上 面 已 证 出 元 也 为 偶数 . 且 同 上 法 

有 ーー | 

(F,, L) =(F,, 2F,-) =(Е,, 2) (B(F;, Е) =1) 
=2. | 


注 在 上 一 定理 的 证 明 中 用 到 最 大 公约 数 的 如 下 性 质 : 
若 (c, a)=1, W 


(a, сь) =(a; b,  — (3⁄4) 


这 个 结论 的 证 明 留 给 读者 作为 一 个 练习 . 
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关于 数列 {F,} 及 {L,} 的 通 项 公式 ,我 们 有 如 下 重要 的 绍 梁 . 


定理 4 对 n 之 1 有 


1+ 0/5 1 一 /5 
1 5 1 Y 
F,= (——У”—)- ー テ ー( 
75 3 з 2 
1+ 1-5 
=( У5 (Т УЗ у, 


证 在 (⑱ h£ Е, = 4 КА 
アー の 
于 是 
ф-4-1=0. 
方程 (35) 有 两 个 根 


q 2 : a 9 ぅ 一 2 


于 是 ,容易 看 出 ,对 任何 实数 с, о, 


1 
@©„=с › 
皆 为 递归 方程 
Ә, = QO @,-› 


的 解 , 再 由 の 」=0。=1 代入 (37) 得 到 


(35) 
(36) 
(37) 


| (38) 
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+ VS 1 一 V5 


5 
> ) + ci 人 > ) ， (39) 


| 1+ Vs 1 一 VS 
1 = с( 


> ) + ce,( 2 )2. (40) 


将 (39) 式 两 边 乘 以 (1+ 0/5 ) /2, 然 后 减 去 (40) 式 的 両辺 即 


ら デ ニー1//5 ca=1A/ ， 


1 十 /5 5 

1 1 y 

F ニー テー ( ) 一 一 天 一 ( )". (41) 
” VS 2 V 5 2 


再 由 0,=1. 0,=3 代入 (37) 得 到 
+ マ 5 1 一 V5 


] 
「1=cr( > ) + cx — 7 ) ， (42) 


аут 
3 = c,( 2 > 


) + о; )?, (43) 


仍 在 (42) 两 边 乘 以 (1+ V5 ) 人 ,然后 减 去 (43) 式 两 边 即 得 
= + 1, c = 1, 
于 是 得 到 
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)? キ (一 一 テーー )". (44) 


ht у5 
注 定理 4 有 一 个 很 有 趣 的 现象 , 它 通过 无 理 数 -坏人 一 
] 一 
及 - v5 的 多 项 式 把 有 理 整数 F, 及 L, 表达 出 来 了 ! 此 
外 ,我 们 说 过 ,和 鲁 卡 斯 数列 在 研究 素数 的 性 质 时 有 极 重要 的 应 
用 .例如 ,1971 年 尼克 曼 曾 在 计算 机 上 应 用 鲁 卡 斯 判别 法 证 
”明了 数 


М „з = 219917 — 1 


是 一 个 素数 .但 这 个 判别 法 需要 较 深 的 数论 知识 才能 看 懂 , 这 
里 就 不 能 向 读者 介绍 了 ， 


33. 不 足 数 ,过 剩 数 与 完全 数 


任意 给 出 一 个 自然 数 n, 用 a(n) 来 表示 的 所 有 正 约 数 
之 和 .例如 ,对 n=7, 我 们 有 0o(7) =1+7=8,%] п= 613 с(6) 
=1+2+3+6= 12 ,и= 12 §0o(12)=1+2+3+4+6+ 
12= 28.1 2n 这 个 自然 数 与 oln) 这 个 数 比较 大 小 ,我 们 发 现 ， 
在 上 面 三 个 例子 里 分 别 有 


c(7) <2x7, 0(6) =2x6, o(12) >2x12. 


我 们 定义 满足 oln) <2n 的 自然 数 n 为 “不 足 数 ,定义 满足 
o (ñ) > 2n ЮА п 为 过剩 数 ”", 而 定义 满足 oln) =2n 的 
А 为 “完全 数 ”. 
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对 任 一 个 素数 p; 它 只 有 1 与 p 这 两 个 约 数 ， 因而 总 有 
а(р) = p+ 1<2p, ン 


因此 每 起 素数 都 必定 是 一 个 不 足 数 ,从 而 一 定 有 无 穷 多 个 
不 足 数 存在 . | 

対 任 一 和信 形 如 n= ケタ 1) 的 自然 数 , 皿 有 oln) 
-1+2+… オプ 2 ロー ュー2gー1 2 な 。 因 此 送 衝 形 状 的 自 
然 数 也 都 是 不 足 数 . | 

下 面 再 考虑 形 如 mn= 3 - 2 (r>1) 的 自然 数 .容易 看 出 ， 
3 “以 下 列 各 数 为 其 正 约 数 : 


1, 2, ... 。 2, 
3. 3 2. т, 3 “2, 
于 是 有 | | 
003: 2) =(1+ 3) +0143) : 2+ = +(I+3)2 
= 724 23+ ... + 2rt2 
| 15272-4 . | | | 
(利用 公式 1+2+ 22+ … +2"=2т+1— 1). 如果 ァ =1, 我 何 
有 グロー4= テ 16 一 4=12=2x (3х2), ЖЕ n=3 < x= 
3 - 2 是 一 个 完全 数 , 布 当 > 2 时 ,我 们 有 
(2 ウー 一 203・29 ニ 4 2 ウー3 21-4 
ーッ クー4 テ 4 


就 是 说 有 oln) > 27, 因 而 当 r>2 时 形 如 m=3 - 2' B3 38 n 
必定 是 一 个 过 剩 数 ,这 就 证 明了 也 有 无 穷 多 个 过 剩 数 存在 . 
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在 本 书 第 II 册 中 ,我 们 证 明了 如 下 的 结论 ( 见 第 七 章 $7 中 
引 理 12): 如 果 т >2 为 一 个 整数 ,而 2" 1 是 一 个 素数 ,那么 形 
如 


п=2"Ч2"— 1) 


的 自然 数 有 1 必 为 一 个 完全 数 . 反 过 来 可 以 证 明 , 如 果 n 是 一 个 偶 - 
数 ,而 且 是 一 个 完全 数 ,那么 必 有 一 个 整数 т >2 存在 ,使 2 一 1 
у Ж#Н. 

n = 2" (2m — D. 


因而 ,是 不 是 存在 无 穷 多 个 偶 完 全 数 的 问题 就 归结 为 如 下 的 问 
题 :是 否 存 在 无 穷 多 个 整数 户 关 2 ,使 如 -1 为 一 个 素数 ? 

如 采 m 是 一 个 复合 数 ,不 妨 设 m = тут. тү>®2, т„>2, 
那么 我 们 有 | | 


Im 一 1=(2"т1) ウッー {= (2m, 一 1}( Онт 1 + Этот ;—2) 十 -十 1) , 


H-Fm.22, m22: WERA TN ЕК > 1, 因 而 2” 一 1 
必 不 为 素数 . 故 当 2"- 1 为 素数 时 ,必定 m 是 一 个 素数 . _ 
那么 ,是 否 存在 无 穷 多 个 素数 p, 使 2 一 1 也 是 素数 呢 ? 
这 个 问题 是 一 个 古老 的 数论 难题 ,至 今 未 能 解决 . 若 记 
М,=2-1, 4 2—1 为 素数 时 , 称 M, 为 一 个 默 森 尼 
( Mersenne) 数 .现在 只 知道 有 28 个 默 森 尼 数 存在 ,它们 对 应 
的 素数 p 为 以 下 28 个 : 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 
89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 
4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497, 
216091, JEP p=216091 对 应 一 个 65050 位 的 素数 . 
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那么 ,是 否 有 奇 完 全 数 存 在 呢 ? 这 个 问题 至 今 也 没有 解 
决 . 人 们 猜想 默 森 尼 素 数 右 无 穷 多 个 ,并 且 和 猜想 不 存在 奇 完全 
数 ,而 这 些 猜想 目前 还 没有 办 法 证 明 或 者 否定 . 
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近 些 年 来 ,我 收 到 许多 人 的 来 信 , 来稿 ,声称 他 们 用 初等 
数论 的 方法 完成 了 对 哥 德 巴赫 (Goldbach) 19 19, #% +K 15 
(Fermat) 大 定理 等 著名 难题 的 证 明 . 但 从 他 们 的 米 稿 中 可 以 
看 出 ,这 些 同志 对 如 何 从 事 数学 研究 还 缺乏 应 有 的 了 解 .在 这 
一 节 里 ,我 们 就 以 寻求 等 寡 利 公式 为 例 来 探求 数学 研究 的 方 

首先 要 明确 有 待 研究 的 问题 . 设 n 与 上 沸 为 正 整数 ,定义 


п 
Ут“ = 1*+ Ж + ... + nš 
n=l 


为 前 n + B PR38009 k KER CN S.(n) ,我 们 的 目的 就 是 要 
寻求 S( ヵ ) 的 计算 公式 (对 每 个 固定 的 有)， 

第 二 步 需 要 查阅 有 关 这 个 问题 的 文献 资料 ,以 了 解 这 个 
问题 的 历史 及 历史 上 数学 研究 工作 者 解决 这 个 问题 的 方法 及 
所 获 结果 .其 目的 是 吸取 前 人 的 长 处 ,避免 重复 无 效劳 动 及 避 〗 
免 走 弯路 .查阅 资料 我 们 发 现 ,从 古 希腊 的 阿 基 米 德 开始 ,等 
赛 和 问题 就 吸引 了 许多 数学 家 的 注意 .但 十 七 世纪 以 前 ,数学 
家 们 仅仅 求 出 了 K= 1, k=2 及 k=3 时 S,(n) 的 计算 公式 . 
雅 科 布 . 伯 努 利 在 < 猜 度 术 一 书 中 ,从 理论 上 一 举 得 到 
了 任意 次 寄 上 的 S,(n) 的 计算 公式 为 
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S.(n) = gyp (Biritnt 1) – В,.,). (45) 


其 中 В, 由 级 数 展开 式 


X いい B 
=] "L *^ (1х1< 2л) (46) 


的 系数 所 定义 ,及 就 是 著名 的 伯 努 利 数 ( 见 S1) .而 By) 则 
HR RREH 


хе” ыў В) (7) 


(у 为 一 个 实数 ) BJ £ EK PH E. X Rh J tE zb ЖОЮ a ТКЖ 
学 知识 ,不 能 被 只 有 中 学 知识 的 读者 所 理解 ,而 且 当 大 > 10 时 ， 
由 于 涉及 的 数值 计算 相当 复杂 ,因而 用 这 个 公式 来 计算 S (n) 
实际 上 难以 实现 .近年 来 ,由 于 在 理论 及 应 用 方面 都 有 重要 意 
义 的 组 合 数学 的 迅速 发 展 ,数学 家 们 对 这 个 有 趣 的 问题 又 进 
行 了 大 量 的 研究 ,并 在 他 科 的 论文 中 提出 或 用 不 同 的 组 合 数 
尝 的 方法 来 处 理 攻 和 问题 .他 们 给 出 了 最 高 次 数 为 13 的 宏和 
公式 如 下 : 


$S (n) = っ (п?+ n), S,(n) = r: (2n3+ 3n2+ п), 
$,(п) = + (Ma 十 2п'+ n?), 


9,(n) = -5 (Gn5+ 15п*+ 1013 n), 
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S.(n) = -b (206+ 6n°+ 5nt- n°), 

S (n) = -5 (6n7+ 21n°+ 2175 一 12+ п), 

S,(n) = — (3п#+ 12n'+ 14п5— 7п*+ 2п?), 

Sstn) = -5 (10и? + 45n? + 60mー 42п°+ 20m 一 3n), 
S。( ヵ ) = -5 (2n + 10п?+ 15n8— 14п°+ 10n4— 3n2), 


е 


$(л) = r: (6nU+ 33n10+ 55п?— 66n!+ 66n5— 33и? 


+ 5п), ーー | | 
SO = =È (Ол?+ 12nt! + 22119 33n3+ 44n5— 33n" 
| (3 12 11 一 
Sa の = っ お ~ (210л%+ 1365n!2+ 2730n!!— 5005п? 
ーー К 8580n 7 90097 + 4550n°— 691n), 
Epy = — 1 14 13 12 一 10 
Si(n) = っ 3 (30n + 210n3+ 455n12— 1001n ーー 


+ 2145ー 3003n°+ 2275п*— 691п?). 


这 些 公式 虽然 很 初等 ,但 没有 什么 规律 性 ,证 明 中 用 到 大 
量 的 数值 计算 .下 面 , 我 们 要 对 大 和 20 的 情况 用 中 学 数学 
方法 给 出 S,(n) 的 计算 公式 ,这 个 方法 还 可 以 用 于 更 大 的 大 
时 S,(n) 的 计算 . 


定理 5 定义 
| п=п(п+ 1), 
f(x) =1, 
ОО = чу Ох-1), 


f) ーー (302 4+2), 
f(x) = て (2х%— 5х2+ 6x- 3), 
f GO = r: (2x4 一 8x3 十 17x“? 一 20х+ 10), 
fa (Q = (0x 175x+ 574x°—1180x?+ 1382x- 691), 


J x) = _ (3х%— 24x? 十 112х*— 352x3+ 718x2 一 840x 
+420), 
Од = -二 (10X7— 105x°+ 660x°— 2930x*+ 9114x 
—18555x?+ 21702x— 10851), 
f. 02 =— ig 42x- 560x7+ 4557х6— 27096x + 118818х* 
– 368648x’+ 750167x?— 877340х+ 438670), 
则 对 1 <1<9 有 


Sa) = nf (n) /4. (48) 
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证 对 2 入 i< 和 10 我 们 有 
(n+2)!—n!=((n+1)+ 1)i—((n+1)-—- 1)' 


єс 4(n+1), 当 |= 2 В, 
6(n + 1)?+ 2, 当 |= 3 时 ， 
8(n+ 1) + 8(n+ 1), 当 7=4 时 ， 
10(n+ 1)3+ 20(n + 1)2+ 2, 当 |= 5 时 ， 
12(n+1)5+ 40(n+ 1)? | | 
+12(0 +1), [= 6 时， (49) 

ー 14(п + 1)°+ 70(п + 1) “+ 42(n 

+ 1)?+2, : 当 ]= 7 时， 
I6(n+ 1) + {12(и-+ 1) + 112(п 
+1) + 16(n+1), 当 1=8 时 ， 
18(n+ 1)8+ 168(n + 1)5+ 252(n 
+ 1) i+ 72(n+ 1)2+ 2, 当 [一 9 时， 


20(n+ 1)?+240(n+ 1)7+ 504(n 
+ 1) 5+ 240(н+ 1)'+20(n+ 1), 当 1 二 10 时 . 


由 于 直接 计算 易 得 
Sa (1) =1, АО) =1, た (2) =1, f(2) =1, 50) = 1, 
1.0) =L, EL, fs2)=1, 3,502) =1, /62) = 1, 
故 当 n= 1 时 (48) 式 成 立 . 


现在 假设 (48) 式 对 n= 已 经 成 立 , 我 们 要 来 证 明 对 
п= К+ 1,(48) 式 也 成 立 . 


= 56 ` 


定义 
Еу (к) = (k+2)? fas ((k+1)(k+2)) 


一 大 2 户 ， (KUK+1))， (50) 
则 由 f... (x) (1<1<9) 之 定义 及 (49) 式 容易 得 到 
F,(k)=(k+2)2—k2:= 4(k+ 1), (51) 


3F.(k)=(k+2):(2(k+1)(k+2)-1) 
—k2(2k(k+ 1) = 1) 
=2(k+1)((k+2)—- k) – ((k+2)2— К?) 
=2(К+1)(6(К+1)°+2)—4(&+1) 
一 12( 天 十 1)3 (52) 


6F,.(k) = (к + 2)°(3(К + 1)2(k+2)2— A(k+ 1)(k + 2) 
+2)—К1(3К°(К + 1)2— 4k(k + 1) + 2) 
=3(k+1)X(k+2)1— k!) – 4(k+ 1) 
x((k + 2) うー ル う ) + 2((k+ 2)2— k?) 
=3(k+ 1) (8(k+ 1)3+ 8(k+ 1))— A(k+ 1) 
x(6( た 十 1)2+2)+ 2(4(k+ 1) ) 
=24(k+ 1)°, | (53) 


ST。( ん ) = (6+ 2) (206+ 1)3(k+ 2) 3 S(k+ 1)2(k + 2) 3 
+ 604+ 1) (4+2) – 3) – К2(2К3(К +1)? 
ー 5К (К+ 1) + 6k(k+ 1) 一 3) 
= 2(6 + 1) ((4+ 2) 5— k5) — 5(к +1) 2 
x(( 天 十 2) к) + 6(к+ 1) (к 2)3— 12) 
ー 3((k + 2)2— К?) 
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=2(k+ 1) (10(k+ D+20(k+1)?+2) 
—5(К+1)^‹8(К+1)?+8(К+1)) 
+6(k+1)(6(k+1)2+2)— 3(4(k+ 1)) 

=20(k+ 1)”, (54) 


GF (k)=(k+2)2(2(k+ 1)#(&+2)#— 8(k+ 1) (Xk+ 2)3 

+17(k+ 1) (k+2)2—20(k+ 1)(k+ 2) + 10) 
– к2(246 + 1)4— 8k2(k+ 1)2+ 17k2(k + 1)2 
— 20k(k+ 1) + 10) 

=2(k+1)%((k+2)5°—k%°)— 8(k+ 1) (k++ 2)5 
—k°)+17(k+ 1)2((k+ 2)5— ki) — 20(k + 1) 
х((к-+2)°— ki) + 10((k+ 1)2— К?) 

=2(k+1)%(12(k+ 1)°+40(k+ 1) + 12(k+ 1)) 
—8(k+1)°(10(k+ 1)*+ 20(k + 1)2+ 2) 
+17(k+1)2X8(k+1)°+ 8(k+1)) 
—20(k+ 1)(6(k+ 1)2+ 2) + 10(4(k+ 1) ) 

=24(k + 1)°, (55) 


105Е, (к) = (к+ 2) 263006 — 1) (k++ 2)5— 175(k+ 1) 
| х(К+ 2)*+ S7A(k+ 1)3(k+ 2)? 
—1180(k+ 1) (k+2)2+ 1382(k+ 1) 
x(k+2)—691)— k2(30k°(k-+ 1)? 
—175К°(К + 1)#+ 574k3(k + 1)? 
— 1180К2(К + 1)2+ 1382k(k+ 1) — 691) 
=30(k+1)`((k+ 2)! —k!)— 175(k+ 1)* 
` x((k+2)%° — к) + 574(k+ 1)3((k + 2) 
—k')—- 1180(k+ 1)2((k + 2)^— kt) 


十 1382(KT+T)CKTT2)3 一 大 一 691((K 二 2) 一 大 -) 
= 30(k+ 1) (l4(k+ 人 6 十 70O( 大 十 1) 4 十 42( 大 十 1) 
+2)—175(k+ 1) 3(]J2(k + 1) 3 +40(k+ 1 

+i2Ck+1))+574(k+1P (ТОСКА) 
+20(К+1)°+2)—1180(К +1)? 
x(8(n+ 1) + &(n + 1))+ 1382(k+ t) 
x(6(k+ 1)°+2)—691(4(К + 1)) 

=420(k+ D)", (56) 


l2F,(k)=(k+2)'(O(k+ 1) (k++ 2) 24(k+ 1) 
x(k+2) + 112(k+ 1) А+ 2) 
ー 352(k+ 1) (К+ 2)3+ 718(k + 1)? 
x(k+2)-— 840(k + 1)(k + 2) + 420) 
—k*`(3k%*(k+ 1)°— 24k°(k + 1) 
+112К°(К+ 1)#— 352К°(К+ 1): 
+ 718К°(К+ 1)2— 840К(К + 1) +420) 
3(k+ I)S((k+ 2)š— К) — 24(Kk + 1) Š 
x((k+2))— kl) + 112(k+ 1) ((k + 2) 
-= 6) —352(k+ 1)3((k+ 2)5— К?) 
+718045 1) ((k+2)1— だ) 
— 840(k + 1)((k+ 2)3— К?) 
+ 420((k + 2)2— k?) 
= 3(k+1)°(16(k+t+ 1) + 112(k+ 1)5 
+ 112(Kk+1)+16(k+1)) 
—24(k+ 1)5414(К+1)°+ 70(k + 1)1 
+42(К+1)°+2)+112(К+ [D (12(K р)? 


Н 


| 
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+40(k+ 1)3+ 12(k+ 1))— 352(&+1)* 
x(10(k+ 1) ++ 20(k+ D2+ 2) + 718(k+ 1)? 
х (R(k+ D+ 804+ 1))— 840(k+ 1)(6(k + 1)? 
+2)+ 420(4(к+ 1)) =48(k+ 1); (57) 


45F,.(k)=(k+ 1) (10(k+ 1) (k+ 2)7— 105(k+ 1) 6 
x(k+ 2)°+ 660(k+ 1) (k + 235 
ー 2930(k+ 1) (k+ 2)*+ 9114(k+ 1)? 
x (К+ 2)3ー T8555(k+ 1)2(k+ 2)? 
+ 21702(k 二 1)(k=22) = 10851) — k? 
《10K2( 大 二 了 7 一 1O5k(k+ 1) 
+ 660k'(K+ 1) — 2930К*(К + 1)1 
+9114k(k+ 1)? — 18555k (k+ 1)? 
+ 21702k(k + 1) — 10851) 
=10(k+ 1)'((k + 2)?— К?) — 105(k+ 1)‘ 
(+ 2): 一 kë) + 660(k + 1) 5((k+ 2)? 
~ К) – 2930(k+ 1) (k+ 2) 6 一 k6) 
二 9114(E+ 1)3((k+ 2) — k°) — 18555 
x (K+ 1)2((k+ 2)4— Кё) + 21702(k + 1) 
x ((k+ 2)'— К?) — 10851((k+ 2)2— k?) 
= 10(k+ 1 '(18(k+ 1): + 168(k+ 1)‘ 
+ 252(К+ 1)*#+ 72(k+ ])2+ 2) 
= 105Ck+ 1)°(16(k+ 1)7+ 112(к+ 1)? 
+ 112( た + 1) 3+ 16(k+ 1)) + 660(k+ 1) 
х (14(k+ 1)°+70(k+ 1) + 42(k+ 1)°+ 2) 
—2930(k-+ 1) «(120+ 1)5+ 40(k+ 1) 2 


+{2(К+ 1)) +A 9114(k+ Т) ТОСА 1): 
+ 200+ ]) + 2) — 18555(К + 1050804 2)" 
+ (АЪТ 21702(k+ 1)(6(k+ 1) + 2) 
ー 10851(4(k+ 1)) 

=180(k+ 1), (58) 


210F,(k)=(k+ 2)°(42(К + 1)#(К+ 2)* — 360( た 1) 
х(К+ 2)'+ 455S7(k+ 1)°(К + 2)° 
— 27096(k + 1)°(К+ 2)°+ 11881804 1 が 
x(k+ 2)4— 368648(k+ 1)5(К + 2)2 
+750167(k+ 1)2(k+ 2):— R77340(k + 1) 
x(k+ 2) + 438670) — k2(42kš(k + 1) 
ー 560k'(k+ 1Y + 4557k%(k + 1)5 
ー 27096k°(k + 1)5+ 118818Д#(К + 1)3 
— 368648к А+ 1) + 750167k2(k-- 1): 
ー 877340(k+ 1) + 438670) 
=42(k+ 1)'((k+ 2)'9— 10) — S60(k + 1)? 
x((k+ 2)?°— k?) + 4557(k+ 1)°((k + 2) 
— k?) 一 27096(k + 1)°((k+ 2)'— К?) 
十 118818(K+ 1)3((k+ 2)%— к) 
— 368649(k+ ])'((k+ 2) — К?) 
+750167(k+ 1):'((k-+ 2)4— К) 
ー 877340( た + 1)((k + 2 お ー ル けり ・ 
+ 438670((k + 2)5— k?) 
=42(К+ 1)*(20(k+ 1)°+ 240(k 1 1)” 
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+ 504(k+ 1)° + 240(k+ 1) + 20(k+ 1) ) 
ー 560(k+ 1)'(18(k+ 1)° + 168(k+ 1) 
+252(k+ 1+ 72(k+ 1)2+ 2) 

+ 4556(k+ 1)%(160к+ 1)7 +112(k+ 1) 
+ 112(k+ 1): + 16(k+ 1) ) 

ー 27096(k+ 1) (14(k+ 1)° + 70(k+ 1) 
+ 42(К+ 1)2+ 2) + 11881804 1) 
x(12(k+ 1) + 40(k+ 1)3+ I2(k+ 1) ) 
— 368648(k + 1)'(10(k+ 1) 20(k+ 1)? 
+2)+ 750167(k+ D2(8(k+ 1) + 8(k+ 1) ) 
ー 877340(k+ 1) (6(k+ 1)2+ 2) 

+ 438670(4(к + 1)) 


=840(k+ 1 )"”, | (59) 
故 对 1SJS9 由 (51) 一 (59) RA 
Е. (k) = 4(К+1)?!7!, (60) 


則 対 1<1<9 4 


(К+? ((k+ 1)(К+2)) 
= k2f,, (k(k+ 1)) + 4(k+ р), (61) 


出 此 式 及 归纳 假设 ,我 们 就 得 到 
S, (k+ 1) = S,, (k) + (К+ 1) 3 


== Каю. 十 (k+ 1)2!+1 


. 62 А 


ーー ーー 


Соу (kk DO +а(к+ 10277) 


= (К+? 1: Ба ED | (62) 
KARU Y 5 006 р пек Шу. ГА А 
ИЕ W Г. “站 4 п АТ 成 y, M. 
定理 6 仍 设 k Ып WIER 5 (n) K n EX 
KELLE X 


ュ (3 デー 3x+ 1), 
fx) = 1. (557 10х2+ 9х— 3), 


fa tx) 一 ーー ( 3**ー 10 + 17 х 一 15х+ 5) А 


_1 „А ーー „4 д Л 3... Ы 
f(x) = 455 (10Sx° 525 で オ 1435x 2360x 
+ 2073*ー 691), 
f(x) = で (3 ぷー フ 21 で 二 84 マー 220x + 350924 315x 


ー 103) ， 


f. (x) = r: (15x!— 140х°+ 770x5— 2930х*+ 7595? 
ー uwa 10851х— 3617), 
О) ミー を (105ー 1260х7+ 9114x5— 47418x! 


+ 782274 — 460810x°+ 750167x° 
一 219335), 


ax) = 一 TEA (165x°— 2475x? + 22770х7— 155100х% 


+ 795795х°— 2981895х*+ 7704835 x ペー 12541460х° 
+ 11000493х— 3666831), 


则 对 1 和 1<10 有 


«аы 


S,(n) = 221+ 0" (а) (63) 
证 EX 
G.(n) = (и + 2) 020+ 3) — п(2п+ 1), (64) 
ШЕ | 
G (n) =2(n+ 10) ((и+ 2)'— n!) 


+ ((и+1)+1)'+ ((п+11)—1)', (65) 
ТАТТИ E 


G,(n) =6(n+ 1), 


С.п) = Вн 1) 2 An+1)+2, 

С.п) = 20и + 1) (6(п+ 1) 2+ 2) + 2(пя+ 1) t 6(n+ 1), 

Сп) = 00 + 1) (8(и+ D+ 8(и + ])) + 2(n+ 1) 1 
+ 12(п+ 1)2+ 2, 

С;‹п) =2(n+ 1)(IO(n+ 1) + 20(n+ 1)2+ 2) + 2(n + 1) ` 
+ 20(и+1)°+ 10(n +1), 

G,(n) =2(п+1)(12(п+ 1) + 40(n + 1) + 12(n+ 1)) 

| + 2(я+1)*+30(я+1)°+30(я+1)?+2, 

G-(n) =2(а+1)(14\п+ D+ 70(n + 1)*+ 42(я + 1)°+2) 
+ 2(п+1)'+42(п+ 1) +70(n+ 1)°+ 14(п+ 1), 

G,(n) =2(n+1)(16(n+1)'+ 112(я+1)°+ 112(n + 1) 
+l6(n+1))+2(n+1)š+ S6(n + 1) Š 
+ 140(n+ 1)*+ 56(0 + 1) + 2, 

G, n) =2(n+1)(18!n + 1) 168(8+ 1)° + 252(n + 1) 2 
+TJ2(n+ 1)°+2)+2(n+ 1) '+72(n+ 1)” 
+252(n+ 1)°+ 168(n + 1) + 18(n + 1), 

G oln) =2(n+ 1)(20(n+ 1)?2+ 240(и+ 1)7+ S04(n + 1) ° 
+240(n+ 1) + 20(n+1)) +2(n + 1)! 


+ 90(nt+ 1)5+ 420(n+ 1)°+ 420(и + 1) 
+(n+1)?+2. 


将 以 上 几 式 整理 即 得 
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G (n)=6(n+1), 
G,(n}= 10(n+ 1) 十 2， 
G.) =14(п+1)°++10(я +1). 
G (n) = 18(+ 1)%- 28(n+ 1) 2 2, 
Gn) =22(n+ 1) + 60(n+ 1) + 14(n + 1), 
G (n) =26(n+ 1)°+ 110(n + 1) + 546и + 1) -+2. 
Gn) = 30 (a+ 07+ 18200 + 1) + 15408 = 1) + 18(n + 1), 


G.(n) =34(n+ 1)5š— 280(n+ 1)°+ 364(n + 1)° 
+8#8(п+ 1) + 2, 


Gan) =38(n+ 1)?+ 408(n+ 1) + 756(n + 1) ° 
+312(п+ 102+ 22(n + 1). 


G, (n) =42(n+ 1) 2+ 57000 +1) 1428(n + 1) 
+900(я-+ 1)4+ 130(n + 1): + 2. 


容易 验证 5,41) =1 以 及 | 
Т2) =1. k=1, 2,7, 10. (66) 


JES МЕДА п=1 成立 ,现在 假设 结论 对 n=k (kzl) 
经 成 立 , 下 面 要 来 证 明 结论 对 = 大 + 1 也 成 立 就 好 了 . 
我 们 定义 
Fan) = (0+2) (29+ 3) 009+ 1)(n+2))—n(2n+ 1) 
х биби + 1)). (67) 


Гн X БУУ 


ЕК) =(К+2)(2К+3)—КОК+1)=6К+1), (68) 


: SF k) = (К+ 2)(2К +3)(3(к+1)(К+2)—1) 

š? —kOk+ 1) (3k(k+ 1) 1) 

3 =3(k+1)((k+2)(2k+3)— kK? (2k+1)) 
__ ー (た 二 2)(2 を 填 3) 一 (うた 1) ) 

- =3(k+1)(IO0(k+ 1)?+2)—6(К +1) 

, = 30(К + 1)2, (69) 


7Fí(k)=(k+2)(2k+3)(3(k+ 1) (k + 2)? 
—3(k+1)(k+2)+1)—k(2k+ 1) 
x(3 た て ん 十 1) 2ー 3k(k+ 1) + 1) 

=3(k+ 1) (k+2)(2k+ 3) ~ (2 た 二 1) ) 
—3(k+1)((k+-2)'(2ki3)- kA2k+1)) 
+((k+2)(2k+ 3) ~ k(2k + 1)) 

=3(k+ 1) (14(k+ 1) + 10(k+1))— 3(k+ 1) 
x(10(k+ 1)?+ 2) +6(k+ 1) 

= 42(6+1)°, | (70) 


ISF, k) = (к + 2) (25+ 3) (5(6+ 1) (+2): 
ー 100+ 1) 06+ 2) 2+ 9(k+ 1) (+2) — 3) 
ー kk + 1)(Sk(k+ 1)”—10К2(К +1)? 
+9k(k-+ 1)—3) 
=Š(k+1)'((k+2)(2k+3)— k(2k+ 1 ) ) 
ZIO +1)((k+ 2) 26+ 3) = Кок 1) ) 
+ た + ])((k+ 2) 026+ 3) 一 た に (うた 1) ) 
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ー 1(( た すう )(2 た 3) = КО 1) ) 
= 5(К+ 1)5(18(К+ 1) + 28(k + 1)2+ 2) 
= 10(k+ ЭСТАС + 1)2- 10(k+ 1)) 
ок ТОКА 1)243 2) = 3(6(k+ 1) ) 
= 90( ょ + 1) 7 (71) 


I1F,(k)=(k+2)(2k+3)(3(k+1)3(k+ 2) 
—104К+1)5%(К+2)5+ 17(k + 1)2(k + 2)? 
—I5(k+1)(k-2)+5)-—k(2k+ 1 ) 

х (ЗАА 8) ТОКА D+ 17k'(k + 1) ° 
ー 15К(К+ 1) + 5) 

(К+) (К+ 2) (2 た 十 3) 一 た (2 た 寺 1)) 

ー 10(k+ 1)3((k+ 2) (2k + 3) 

= (2 た + す D) +17(К+1((К +2) (2k+ 3) 
ー た (2 た 1)) 一 15( た 十 1)((k+ 2)'(2k + 3) 
ー ん <(2 た 寺 1) ) + S((k+ 2)(2k+ 3) 

ー k(2k+1)) | 

304+ 1)%(22(k + 1) + 60(k +1) > 

+ 14(к+1)) – 106 + 1) 3(18(k+ 1) 

+ 28(К + 1 2+2) + 17(k+1)(14(k+ 1)? 
+ 106+ 1)) = 15(k+ 1) (100+ 1)2+ 2) 
+ 5‹6(К + 1) ) | 

= 66( + 1)°, (72) 


455Е,.(к) = (К+ 2) (26+ 3)(105(k+ 1) (k+ 2)? 
ー 525(6+ 1) (k +T 2) 1435(k + 1) 
(К+ 2)5+— 2360(k+1)*(k+ 2): 
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+2073(К- 1)( +2) 一 691) 
—К(2К+1)(1905К(К + 1 ジー SOSkK(k+1)° 
+143S だ (た キオ 1 一 2360 だ (た 1) - 
`+2073К(К+ 1) 一 691) 
—=10S(k+ 1)3((k+ 2) 926+ 3)— КК + 1)) 
ー 525(k+ 1) (6+2) 20+ 3) 
ー kN ミキ +1))+1435(k よ + 1) (Ck + 2) 
(2 う k キ う 3) 一 2 た 1)) = 2360(k + 1)° 
x((k+2)(2k+ I K3(2k+ 1) ) 
+ 2073tk+ 1)((k+ 2) (02 た + 3) 
— (24+ 1)) = 691((k + 2)(2k — 3) 
—k{2k+ 1)) 
=105(&К+1)526(К+1)#+1190(К + 1)° 
+54(&+1)?+2)— S2S(k+ 1) 
x(22(k+ 1) 5+ 60(k+ 1) `+ 14(К + 1)) 
+1435(К + 1)3(18(k+ 1)#+ 28&(k + 1) 2 
+2) – 2360(k+ 1) (14(k+ 1)? 
+I0O(k+1))+2073(k + DD (10(k + 1) 2+ 2) 
—691(6(k+ 1)) 
=2730(k + 1) ''. | . (73) 
15F (k)=ik+ 2)(2k+ 3) (3tk 1) (k + 2)" 
зк а) к 2) + 840 + 1) 
x(K+2)4 一 220(K 十 1 (人 十 2) 
ж зѕ9 (к Ik 29) 2 АЕК 1)(k r 2) 
+ 105) 一 大 (2K 十 ЗАЧЕТ 


орд р) + ЗАКА + 1) 

ーー 220 КК 1)354i 3SOK2(K + 1)? 
—3ISK(k+ 1)+ 105) 

=3(k+ 1)S((k+2)'(2k+3)-k'(2k+ 1) ) 
—2 K+ 1)°((k+2)°(2k+ 3)—k°(2k+ 1)) 
+&4(k+ 1) ((k+2)(2k+3)— k(2k+ 1)) 
—ü—2206(k+ 1): ((k+2)4(2k+ 3) 
—k(2k+1))+ 359(k+ 1)2((k + 2)3 
x(2k+3)—- (26+ 1)) – 315tk+ 1) ((k +2)? 
x(2k+3)— k (2k+1))+ 105((k + 2) 
x(2k+3)—k(2k+ 1)) 

=3(k+ 1)%830(К + 1)7+ 182(k + 1) 
+!54(k-+ 1)°+ I8R(k +1))— 21(k + 1)? 
х (26(6+1)°+1100к+1)*+ SA(k+ 1)2+ 2) 

+84(k+1)%(22(k+ 172+ 60(k + 1)? 
+ 14(k+1))— 220(k+ 1)%(18(k+ 1): 
+28(К&К+1)?°+2)+359(К+1)°(14(К + 1)? 
+10(k+1))— 315(k+ 1)(10(k +. 1) "+ 2) 
+105(6(k+1)) 

=90(k + 1) !š, (74) 


85F,(k)=(k+2)(Q2k+3)(15(k+1)'(k+ 2) 7 
~ 140(К+1)°(К + 2)°+ 770(k + 1) ° 
х{К+2)?— 2930(k + 1) (k + 2) 3 
+ 7595(&— 1) (k+ 2)3— 12370(k +1)? 
xik+ 2) i+ ТОЗА ЪТ) (k+2)— 3617) 
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ООА СБА i 1) —- 1d0k%Kk4 1) 
H 770 が (た オ 1)5— 2930ДЧД 1 1): 
+ 7SOSktka 1 ドー 12370F (kK + 1)? 
+ 108S く 1 た (た キー 3617) 
= 1S( た 1 1) ((k+ DSO 3) — ККК + 1)) 
ー 140( た = Dk 2) (2ka 3) 一 大 3 十 1) 
+770(K- 1) ЧСК 2) 人 2 た エキ 3) 一 大 2 た 1) ) 
ー 2930‹К+ VUR ED ORE 3) 
— К\О2К +1!) 6759504 1) ((ka 2): 
х (2k43) — Kk + 1) リー 12370(k 4 1): 
х (К+ PORED 一 POKED)? 
+ 10851(k + DD({k 2) 2+ А) 
— ККА 1 ) = 26170 2)(2k+ 3) 
—k{2k+ 1)) 
= 15S(k+ 1) (34(k+ ])*+ 280(Д + De 
+ 364(k = 1) F RR(k + 1)-+ 2) 
T 1400 + 19300 + 1) + 18S2(k + 1) ` 
+ 15404 = 1) + 1800 1)) + 77O(k+ 1) ) 
х (26( た 1)? す 110( た すす 上 54( に た オ I) 2 + 2) 
—2930(k + 11542218 + 1) T 60(k A 1) 
+ 14({k+ 1%) + 75950 +I 1 111)! 
+28 k+ 1)! + 2) — 123700 1) 
х {14(k4 I)E IO(k+ ])) + IORSHK 4 р) 
х (]O(k+1)2+ 2) 一 3617(6(k+ |) ) 
= S10(k+ DD" 


(75) 


А 71 ` 


66SF (k) =(k+ 2) (2+ 3) (105(k+ 1) А 2)5 
— 126008 + 1) (k+ 2)'+ 9114(k + 1)5(k + 2)° 
ー 47418(К + 1) (Xk+ 2)`+ 178227(К + 1) (k + 2)* 
ー 46081A k+ 1) (k+ 2)'+ 750167(k+ 1) (k+ 2)" 
ー 658005(k+ 1) (+ 2) + 219335) — K(2Kk+ 1) 
х (ТОЗА А 1)5— 1260k'(k+ 1) + 9114k°(k+ 1)° 
ー 47418k3 (K+ 1)°+ 178227k3(k + 1) 


— 460810К (k + 1) `+ 750167k3(k + 1)? 
— 658005k(k + 1) + 219335) 
= 105(k+ 1) S((k+ 2) (2 た 二 3) 一 KK + 1) ) 
ー 1260(k + 1) 006+ 2)5(2k+ 3) ~ К+ 1) ) 
+ 9114(k+ 1}°((k+ 2)'(2k+ 3) – k (2k+ 1)) 
一 47418(K+ 1) (k+ 2) 26+ 3) — K(2k+ 1) ) 
+178227( た 1) 004+ 2) (2 た 二 3) = Кк) 
— 460810(k+ 1) (К+ 2) (2 た キ う ) 一 KAQOK+ 1)) 
+750167(k+1)"`(k+2)(Q2k+ 3) 一 K(2k + 1) ) 
一 6S8005IK+ р (k+2)2QR + 3)- КОК + 1)) 一 
+ 219335((k +2)(2k+3)-kl2k+1)) 
=105(k+ 1)5(38(k+ 1) + 408(k+ 1) 
+756(k+1)°+ 312(k + 1)%+ 22( た 二 1) ) 
— 126006 + 1) (34(k+ 1)%+ 280(К + 1)° 
+364(k-r1) + 88(k+ 1)`+ 2) +911f4(K + 1)° 
x(30(k+1)'+ 182(k+ 1)°+ [54(k+ 1) 
+18( た キ 1)) 一 47418( た ーー 1)5(26(k+ 1)° 
+ ТОС + 11)#+ 5406 1)2+ 2) 
+178227(k+ 1)3(22(k-+ 1) + 60(k + 1) 


+ 14(K 1) ) = 460810(k+ 1) (18(k+ 1 
+ 28(k+1)`+2)+7501670k- D (1T4(k+ 1) 
+ IO(K+1)) - 658005(k+1)(IO(k+ 1) +2) 
F21933S(6(k + 1)) 
= 3990{k +1)", (76) 
JISSF.,(k)=(k+2)(2k+ 3)(165S(k— 1)°(К + 2)° 
—2475(k + 1)%(К+ 2) +227700 + 1) 
x(k+2) — 155100(k+ 1) (k + 2)° 
~ 795795(k + 1)(k + 2)5— 2981895 
х(д= 1) (0+2) + 7704835 (k+ 1): 
х(к +2) *— 1254146000 + 1) к + 2)? 
+ 11000493(к+ 1) (4+2) 一 3666821) 
— k(2k + 1) (165% + 1)? 2475k" 
x(k + 198+ 22770k'(k + 1) 7 155100 
х(к + 1) 6+ 7957954 + 1)? 
– 29818951 + 1) + 77048356 
х (А+ 1)2— 125414606204 + 1) 2 
+ 11000493А(4 + 1)— 3666821) 
= 165(6+ 1) (6+2) 924+ 3) — k!9 
х (26+ 1)) – 2475(k+ 1)S((k +2)? 
х (26+ 3) К(2к+ 1) 0) + 227700 + 1)? 
х (К+ 2) 26+ 3) 一 КОК 1) ) 
— 15510004 + D (+2) Ok + 3) 
—k'(2k+ 1))+ 795795(k + 1) ` 
x((k+2)%(2k+ 3)—k5(2k+ ])) 
—2981895S(k+ 1) ((k+ 2) (2k + 3) 
—K(Dk+1))+ 7704835(K + 1)? 
x((k+2)° (2k+3)— kt ООК+1)) 


ー 125414600 + 1) (た キス 2) Ok- 2) 
ー た (2 た 上 )) + 1100049308 + 1)((k + 2)” 
x( 2k + I 31—- k'(2k + 1))— 3666831 
x (た すう 22 た キス リー た (2 た + 1)) 

= 165-4 |)%42(К + 1019 35370( た + キ 1)* 
+1428‹Д + 1)°+900(К-+ 11" 
+ 13004 + J) + 2)— 2475(k + 1)” 
x(38(k + ])°+ 4ОВ(К + 1) + 756(k + 1) 
+3]2(k+1)`4A 22(k-+ 1)) 
+22770(k- |) (34(k+ 1)° + 280(k + 1) 5 
+ 364( た ー 1)*+ 88( た 二 1)2+ 2) 
—15S100(k+ 1) (30(k+ 1) + 182(k-+ 1) 
+1S4(k+1)`+18(Kk+1)) 
+ 795795(k + 1): (26(k-+ 1)°+ 110 

Ф x(k+1)i+ SA(k+ 1)2+ 2) — 2981895 

x(k+ 1)3(22(k— 1)°+ 60(k + 1)? 
+14(k+ 1))+ 7704835(k-+ 1) ` 
x (18(К+1)#+28(К+ 1)2+ 2) 一 12541460 
x(k+ 1) (]J4(k+ 1) 3+ 1O(k + 1)) 
+11000493(k + 1)(10(F + 1)2 + 2) 
ー 36668S321(6(k+ 1)) 

= 6930(4 + 1) 2. (77) 


于 是 由 (68) 一 (77) А.І <1<10 有 
Fat k) =6(К+1) 71, (78) 


即 当 1 <7<10 时 有 


(+2) ок+ з) (k+ 1)(k+2)) 
= QE DfEE + 1)) + 6069 1273. (79) 


由 此 式 及 归纳 假设 知 ,对 1 <1< 10 有 
Sk+1)= 5,00) + (+1092 
ー -=i (k) kD 


(К(К+1))+6(К+1)271) 
б 


_ (k+ D(k+ 2)(2k+3)/,((k + 1) (К+ 2)) 


6 


Е Qt D+ D(k + Dfyk+1) (80) 


ЖЕЕ Y ЖЕРЕ Z AE п = k+ 1 也 成 立 , 从 而 此 定理 结论 
对 一 切 正 整数 n 皆 成 立 . | 

为 了 讨论 一 般 情 形 下 S( ヵ ) 的 表示 公式 的 形状 及 性 质 ， 
我 们 给 出 以 下 的 引 理 . 

引 理 1 itn 和 上 都 是 正 整 数 , WA 


_ (K+1)(K(2k+ 1) 


k 
22, (50125-10) = (n +1)*+ n 
i=l 


ーー ュー2kn(p キ 1) (k>2), (81) 


И 75 - 


k 
у San) = (n + [) "1+! — 2n- 1. (82) 


i=] 


证 我们 对 半生 用 数学 归纳 法 来 分 别 证 明 (81) 与 (82) 
E. n=l, h 38,0010) = 因此 (81) 式 两 过 分 别 为 


2 pD 和 2 ペー 4k. X H F 
02-4 = (1+1) 20 01—11) 26-200) 
2 2k - 
= 2 (U) 24 (= 0069 = 2070) 
k ) 
= 22 G) Е ср = 2 GE) l 


(81) 式 对 呈 = 工 成 立 . 现 在 我 们 假设 当中 =L (12 1) 時 
(81) 式 成 立 , 即 


ЕС = (1+1) 26 Г®— 1-20 1). 
ШУ ヵ テ リキ 1 時. 我 角 有 
2 は DSa- (+ D= ХЕ (D+ у. d+ D! 
= (q+ D*+ ре 2 D+ 2 GD AD 
i | 


= 202%) (I+ 1) 


(рту тео (+ 2) ж (U+) DA 
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k 
+ 2》 (+ DY 
i=] 


2k 
= 0-1-2 аж 2) + у (DCD C+ D 


і= 0 
+ ONEA DUD! 
I 2k 
= (ра 1) 25 17 2k(I+ D+ 2) + 2 (2) (I+ 1): 
1= 0 


= (ра) ре 2k(I+ р) (1 2) + ((I+ 1) +1) 2, 


汉 р == 1 時 由 于 S. рет, AMED ) 式 了 两边 分 别 为 
у GUD 40551-2, Н Р F 


kK kA 
у 0 = 2) (859) -2 


оноуу 09-2 


i= 0 i= 0 
= (1+ D% t+ (17 1)* -2 


== Jk tI 7, 


所 以 (82) 式 対 ヵ =1 成立. 現在 我 休 優 役 当 カテ リリ >1) 
時 (82) 式 成立 、 即 


А 
у (261) 8,00) = (I+ + РК 21 1, 
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Ч о п=[+1Ы4{] 
た 
2 (*DS、(+ 1) 


i=] 


L k | 
= авыр EADIE 1)? 
i=] i5 


= (ра D 2 роу CD G+ р 


і 0 


= ([+ 1) させ 上 (( キ リー テリー2( エ リー1 


+Y: р> 


150 
ж 


= (1+ DX EA AE 


2, 


| 
+22 0+ DY 
7 Ü 


32k + 1 
= (1+ DX 201+ 10) -1+ DU+ 1) 
1-0) 


= (1+ 1)*'!-— 201+ 01)  I+((I+ + DT, 


即 (82) RXT I+ 1 也 成 立 .于 是 引 理 得 证 . 
以 下 我 们 约定 记号 Р, (k. x) 表示 的 た 次 有理 多 
中 下 ii 和 和 2. 关于 SO 的 … 般 性 质 我 们 有 以 下 的 结论 . 
定理 7 Фп=п(п+ 1) ,т= 20+ 1. Д 


So tn =п?Р,(к- 2.п) (К> 2), 
S, (n)=mnP.(k — 1.n). 
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һә 


SODE D! 


І. Н 


(83) 
(84) 


证 ”我们 首 志 对 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 下 面 一 个 等 式 ， 
双 今 (>) 入 的 次 有理 多項式 , 其 中 3 <j<6, 


(п+1)%+п%—1—2Кй=Л?Р(К—2,й) (k>2), (85) 
(n+ 1)! + иж = 2n-1=mAPk-1,ñ). (86) 
当 ん =2 В, RITA 
(n+ キリ イキ カー ユー 4n = ni+ 4п+ 6п?+4п+1+п*%— 1— 4и 
= 2п*+ 4п'+ 2п?+ 4n2+ 4n- 4n 
=2n (n + 1)2+ 4п(и+ 1) — 4n 
= 2п?, 


ВП(85) АА = 2 和 蕊 工 .现在 我 们 假设 (485$) 式 当 上 一 2 ,1 
时 成 立 , 则 当 上 = 1+ 1 人 时 ,我 们 有 


(п+ 0) + 20710200 201+ Dn 
= (и+ 1) (и + 1)°+ n?!n2— 1— 2 カー 28 


= (п+ 1) ((n+ 1) и+ (8+1) ) +n nln + 1) — n) 
—1-—2{п-2п 


=h(n+ 1)'+(n+ 1)(п+1)?+пп!—пп?'— 1 218 
ー 2n 


= и (и+ 1) +021 1— 2[п]+п-+ 2In2+ п(и-+ 1)?! 


+{(п=#1)”—пп”!— 1—2{п-2п 


=n Р, 2,n) + 21п?+ [(n+1)”+n”— 1— 21п] 


. 29. 


+nín+ 1)” — n- пп” я 


= п?{яР,(1— 2,n) + 2[+ P.(I— 2,n)] 
+п[п- 02712171 р]. 


于 是 我 们 只 须 在 归纳 假设 的 和 茶 件 下 去 证 明 
(+ 一 Pi 一 2 (87) 
下 面 就 用 归纳 法 来 证 明 (87) 式 . 当 1=2 时 ,由 于 
| (n+ 1)'—n)— 1= 3n`+ Зп = Зп, 
帮 (87) 式 对 [==2 成 立 .假设 (87) 式 对 1 一 1 (123) А, ВИ 
(п+1)”7+—п”73—|=пр.,({—3,п), 
则 由 上 式 和 {85) 式 的 归纳 假设 ,我 们 有 


(п+1)771—п?71— р=(п+1)7°(и+1)—п”7[(я +1) 
-1I-1 
=n(n+])” `+(n+1)” ?— пи +172 1 
= п((и+ 1) *— n 3— |]+я+ [(n+ 1) 
+2172 1—2(1—1)п]+2({—1)п 
HBT IRIE TER, FERS) 式 得 证 . 
现在 我 们 米 证 明 (83) 式 .由 (81) 与 (85) 式 有 
Š 
2 》 Gi- けけ St) = (и + 1)* +n" р 2kn 


T 2 


・ 80: 


=P Pk- 2.0). (88) 


ш k=2 时 由 (88) 式 有 有 RS n) =m POA) ERI) N X 
k=2 Ш КЕЗ) ААК 2.2 ER ДЧ K + 1], 


由 (88) 式 我 们 有 

I+] 

22 GED Sui) = n p (= n). 
即 


205172) Sy. (п) = пр, 1. ор S, - (n) 


| 
=н?р\[—1,п)-—2»,С Т P (i- 2,.n)n: 
= арР 1,9) 20У 02) Рі 2,8). 
故 (83) 式 对 1!1+ 上 仍 成 立 .因而 (83) 式 得 证 . 
下 面 我 们 来 证 明 (86) 式 .当天 = 时 ,由 于 

(n+ 1) i+ ptt 2n | 
=[(n+ 1) + и | (6+ 1)”— ибт ]) +n? lnr) 
= (20 + 11)(2n + 2 カオ 1 キー カー 1) 
= т\20и(и +1) = п] = mn. 


окб) оч I I У 现在 假设 (86) 式 对 上 =1,… ,| 成 
ул, B] k=- HTE 


- 81 ・ 


ーー 
=({п+1)?'°![п(п+1)+(ини+1)]1+ н  [n(a+ 1)— nÍ ' 
—– (28+ |) 


= #[ (н + 1)! 1+ п тента n(nt t] 
+ (n + 1 し 一 pt? т 


=H ‘тир, 1,п) + ти [n+ 1) t +a m] 
キー 


=тп[пР(С1—1,п)+1]+тпР,Ч—1,п)+па[(п+ 1)” п]. 
于 是 我 们 只 须 在 归纳 假设 的 菜 件 下 去 证 明 
(n+ DP 1.0). (89) 


4 1=1 時, 直隆 (5 に ー カ ジー2 ヵ 1 三 遍 . 故 (89) 式 対 ) テ 1 
成立 , 若 (89) 式 対 /ー1 (>2) R., M AB 式 和 (89) 式 的 
归纳 假设 ,对 /我 们 有 
(п+1)7—п”'=(п+1)”7'(я+1)—п”7'[(я+1)—1] 
= ル (カキ 1) ダ トキ (ロキ 1 デリー が に (カキ 1) キョ 
=п{[(л+ 1) n] |(n+ I) nem] 
PI- 2.1) +тпР,(—2,й) + m 


от 
= т [9Р,01- 2,9) + ЯР 2,9) + 11, 


即 (89) 式 对 /也 成 立 .从 而 (86) RENE. 
由 于 (82) 和 和 (86) 式 ,我 们 有 


i 
wx Ta W Ду 1 


DN 25135 (п) = (n+ 1)! и 1— ют 
mnP(k— 1.п). (90) 


мт В, Р 20241) 5,60) = (п 1) tnm 


(カキ リキ пбн 1) = 27 十 下 = mA (84) К = 1 成立 . 
现在 假定 (84) RA k= l, d ep g. ИСАК = I+ 1 MTH: 
(90) 式 有 
[+ 1 
2》 CO) S,(n) = mnP4l,n). 
HI 
i 
219$ ио) = mA PI — 2), C3) Sala) 
Раа) 2X 3) MAPA- Ln) 
一 上 
| 
= mal PA) 一 22.( 13) Pp(i— 1,1)], 


= Í 


TIR iiS iien A KARZ 项 式 , 故 (84) 式 对 大 =1+ 1 
也 成 站 故 (84) 式 得 证 ,这 就 完成 了 征 理 7 的 证 明 ， 


J 是 


1， 试 用 数学 归 纲 法 证 胃 素 波 那英 数列 的 如 下 通 项 公式 ， 
itni {i 


А 83 А 


(I+ s うー ロー で )^ 
F,= ， 


„ — (91) 
2 / 5 


JFuEB XE n> 1 有 


1+ VS n 
r=|( デー ルト C, , (92) 


其 中 [а] 表示 不 超过 a 的 最 大 整数 ,C,=1 或 0 视 n 为 奇数 
或 偶数 而 定 . 

2. 试用 数学 归纳 法 证 明和 鲁 卡 斯 数列 的 如 下 通 项 公式 
对 nn 之 1 有 . 


(I+ s )"+(1— Vs )" 
= 5 VS (93) 
以 及 


1+ Nh | 
.- | Y| c. (94) 


其 中 C, 定义 与 上 一 题 同 . 
3, 斌 证明 以 下 结果 : 


(1) Р, - ЕЕ. ,=(- 1)" (n21), (95) 
(2) F F+ F,F,+ с + FFn =F}, (n21), (96) 


(3) F,F,+ Е,Е,+ … + КЁ, 
= テア ュー ュー 1 (n>), (97) 


(4) пЕ, + (n7 1) F+ +2F, + F, 


=F; 47 (n+3) (п>1), (98) 
(S) Fp >F” (n>1, m>1), (99) 
(6) Е, = LF, (п21), (100) 
(7) Fy+ Ft с + F, = (Еа 1) 22 
(и 221). (101) 
4. ИЕН: и 及 т 都 有 
ЕЛЕ, ， (102) 


5. Ü k 为 一 个 正 整 数 ,证 明 
(Ен. Ем) = 1. (103) 


6. п X — AE И, HE DJ 
(1) AF, RAZ ETER RFH 3|п; 
(2) ЗЕ, RLZ АЛО ЖАН Ан. 


7. (W Ko JL a] E EJ) 
设 apada a, 为 由 个 非 负 实数 ,证 明 


(аа. a,) TS атал са. . (104) 

8. 设 有 两 堆 棋 子 , 数 日 不 相等 ,两 人 游戏 ,每 人 可 以 从 任 

一 挫 里 任 取 交 晒 ,但 不 能 问 时 在 两 堆 里 取 , 规 定 取得 最 后 一 颗 
者 胜 .证 明 完 取 者 可 以 必 胜 . 


. RS ` 


9. 证 明 
(1) 设 p>2 为 素数 ,r 为 自然 数 , 则 n=p rM 
pE- NERA, M p> -1 MAREM, ñi 
p<2'' 一 1 时 为 过 剩 数 . 
(2) РУН, р> 2 为 来 数 ,qg HRR, M pq H 
| 


っ +2( ア ー1) Ap- 1) = 1. п = gp' 为 一 个 完全 数 、 


4 p all 7 + 2(pー1) Ap > Т, пер" 为 
一 个 过 锐 数 . 当 p 关 gq H +2(‹р'- 0) pp 0) <l MF, 


п= ар А-А. 
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第 十 一 章 平方 剰余 


在 本 书 第 、 工 其 中 ,我 们 向 读者 介绍 了 利用 同 余 式 的 
理论 来 求解 一 次 问 余 方程 及 一 次 同 余 方程 组 的 问题 .本 章 要 
进一步 讨论 二 次 同 余 方程 求解 的 问题 . | 


`1. 平方 剩余 的 概念 


Е иг 1 次 整 系数 多 项 式 
fO) = а„х”+ U + ax +a?» 
如 果 有 整数 x 使 得 
f(x} = 0(mod m) 

成 立 , 我 们 就 说 x。 是 同 余 方 程 

| ГО) == 0 (mod m) (1) 
的 一 个 解 .根据 第 四 章 中 所 述 同 余 式 的 性 质 容 易 看 出 , 当 xo 
HO) 式 的 一 个 解 时 , 则 一 切 满 足 

x, = x (mod m) (2) 

的 整数 x, 也 都 是 (DD) 式 的 解 .以 后 ,对 模 m 来 说 ,我 们 把 所 有 
县 有 性 质 (2) 的 (1) 式 的 解 合 在 一 起 , 称 为 {人 D 式 的 一 个 解 
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(mod m). 
fk O KITU H Ҥй, e ЖОШ ЭТ ҢҢ Д ВЈ —— 
元 一 次 同 余 方程 
ax +bx +ce== 0(mod т), ( 3) 


Ира 0( mod m), H Á tp isa >0. 用 44a 辣 时 乘 以 
(3 式 两 边 ， 我 们 得 到 


Д4а?х? + 4abx + Дас == 0 (mod 4am) ( 4) 
Ж хо ED 式 的 一 不 解 , 即 有 m|l Сах + bx, + c) ,从 而 也 
有 (4am) (4a'x%†4ab xo+4ac) , X 表明 x; EEE A 
的 一 个 解 . 反 过 来 ,如 果 x」 是 (4) 式 的 一 个 解 ,就 有 (4am ) | 
(4а2х.+4аьхт4ас) Р тах + Бх + с), Мх 09) 
т) ДНА ТЕЕ, О) REE Д m Я, 1 (4) 式 的 解 ・ 
是 以 4am 为 模 , 也 就 是 说 ,(3) 式 的 每 一 个 解 (mod т), УР 
(4) 式 的 4a 个 互 不 同 余 的 解 (mod 4am) .详细 来 说 ,就 是 : 姐 果 
хо 为 (3) 式 的 一 个 解 (mod m, 那么 
Xo Xotm , ` ，xo+ (da—- Dm 
对 于 (3) 式 是 与 x6 辣 余 (mod m 的 同一 不 解 (mod m) ,而 对 
(A RKA WE 4а 个 互 不 同 余 的 解 (mod 4ат). 
注意 到 | | 
4a`x°+ 4abx+ 4ac= (2ax + b) ?+ (4ac— b°). 
ie y=2ax+ р, D= が -4ac ， 则 方程 (有 就 变 形 为 
у2== р (тоа 4am). (5) 


由 上 述 讨 论 可 以 看 出 ,如 果 x 是 同 余 方 程 (3) 的 一 个 解 
(mod т), 那么 y= 2ax t b 就 是 同 余 方 程 ( 5) 的 一 个 解 
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( mod 4am), 所 以 、 MM 程 ( 9 没有 船 , 那 么 问 余 方 程 ( 3) 
也 一 十 没有 人 和解 .如果 y 是 { 引 ) 式 的 一 个 解 , 义 注 意 到 
у= 2ах+Ь, 
我 休 知道, 如果 (2 の 0 れれ e b) , 则 (有 式 没有 与 六 相应 的 解 . 如 
RODIO- D .那么 
= (у= b | (2а) 
恰 为 同 余 方 程 (和 的 一 个 与 y 相 对 应 的 一 个 解 .这 样 ,我 们 就 
可 以 从 ( 久 式 的 人 部 解 中 找 出 { 旬 式 的 全 部 解 ,因而 也 就 得 出 (3) 
式 的 全 部 解 了 .于 是 ,求解 一 般 形 状 的 二 次 同 余 方程 (3) 的 问 
古 就 转化 为 形 如 | 
r= a (mod m) (6) 
的 特殊 类 型 的 二 次回 余 方程 的 求解 问题 . 册 设 
m= pi P: (s>1, al, 21. p< < p,) 
是 m MERES A. MARRE ИНЕ. RARO 与 下 
列 同 余 方程 组 等 价 : 
x2= a (mod p ) ， 


аду. (7) 
х?== g(mod p), 
是 ,我 们 可 以 首先 来 研究 形 如 
x*= a [mod の (8) 
的 ARRAT, Hoh pi А a 是 一 个 正 整 数 , 设 
= p'u, ka ДШ EN 
== pi (тоа р). (9) 


РТИ 对 (9) 式 进行 讨论 
情形 一 . 设 B> ,由 (9 式 得 到 
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x`= 0 (mod р). ( 10) 

(1) x= 2k(k 是 一 个 正 整 数 ) 时 ,(10) 式 的 解 为 

0, p. pl. … р (тоа р). (11) 

(2) 当 x= 2k+ 1( 这 и k #— T E fn ЖЕ ВОН, СТО) 式 的 解 
为 

О. р^, р^, --., рКтоа pò. ( 12) 

情形 二 . 设 0<p<x. | 

(1) 24 В = 2k ВТ, (9) RHE, ЛУ рх, 5 x= py. 并 
将 它 代 入 (9) 式 ,得 到 | 
р#ү?== piu(mod р" , 


此 即 . 
= MGmod р”), přu. ( 13) 
(2) 如果 = 2k+ 1, MBA plx, S x= ру{ A (9) 式 
得 到 | 
pty = ри (mod р). 
于 是 
y= pu (mod р *%), 


由 于 засв , 改 由 上 式 知 道 , 必 有 ply. $ у= р, 
RAY = ри (mod p 2) 得 到 
рі? == pi (mod が 2) ， 
| 所 u (mod р”). 
RIDA a7 p21, 故 上 式 表 明 plu, 但 这 是 与 4 的 定义 相 
ЈА КЕЈ, М ПНО) 式 无 解 . 
5 КДЖ, BHS КНУ Ж. 
引 理 1 {Чур®—Т7жЖ®.х®—-ТНЖИ.а=рби. 
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Ш Қ. а 


В20.ріи. АБА. B> x 时. 同 余 方程 (8) 一 定 有 解 , 4 
0<p<x H Ват 8) si (86.24 0< ñ< x H p ИҢ 
ЖЕЕ ‚6 8) 式 可 以 变 为 形 如 (13) 的 同 余 方 程 . 

定义 1 айт т> 0, 并 且 (a .m) =1, 
311 24 

x == g(mod т) (14) 

有 解 时 ,我 们 称 a 为 模 m 的 平方 剩余 (或 二 次 剩余 ) ,而 当 (14) 
式 无 解 时 , 称 a 为 模 m 的 平方 非 剩 余 (或 二 次 非 剩 余 ) . 

显然 ,如 果 1, 2,- , т 中 与 m HERRERO 


a + а. ` +з а kj а, (т) bd 


WBA аў, а. oo, а E E m 的 平方 剩余 ,不 过 
其 中 有 可 能 有 关于 模 m 同 余 的 . 


$2. 以 素数 为 模 的 平方 剩余 


在 上 一 节 里 ,我 们 从 解 一 般 的 一 元 二 次 同 余 方 程 出 发 , 引 
入 了 平方 镜 余 这 个 非常 重要 的 概念 .人 在 本 章 及 下 一 章 里 ,我 们 
将 要 详细 介绍 关于 平方 剩余 的 性 质 及 其 计算 问题 ,个 别 较 复 
未 的 计算 , 放 在 本 章 后 的 习题 中 介绍 .本 节 先 讨论 以 素数 ру 
模 的 情形 . 

WMR p= 2 ,那么 它 的 简化 剩余 系 中 恰 只 有 a=1 这 一 个 
Л.Н LE p= 2 的 平方 剩余 .以 后 ,我 们 仅 对 奇 素 数 p 
进行 讨论 . 

引 理 2 у(х) =а, х" +... +ах+а, 是 一 全 ヵ >1 次 
整 系 数 多項式 , a, 0 (тоа 办,p 是 一 个 奇 素数 ,那么 同 余 广 
程式 
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Гоо == 0 (mod p ( 15) 
的 解 的 个 数 不 超 过 它 的 次 数 14. 
证 我 们 使 用 反 证 法 .假设 (19) 式 的 解 的 个 数 超过 于 , 设 
x= (тоа p (i=1,2,- .n.n+t1) 
EOS 017 пт 1 全 模 ヵ 互 不同 余 的 解 、 由 多項式 的 帯 余 除 法 
可 得 
fO) = (х= о) f(x) + r. 
HPA Со 00а, 的 na- 一 工 次 多 项 式 , 而 7 是 一 
个 常数 ,由 假设 ,有 f( x) 三 0(mod p). їн ERIE r= 
0 (mod p) ,因此 对 任何 整数 x 都 有 
Гоо = (х-а,) fi (x) (mod p (16) 
成 立 , 令 x=% (i=2,. n) 得 到 
О = flx) = (0, x) f (а) (mod р). 
fikk x se а (тоа p (i=2,… k), раз НЕ 


式 得 到 
/\ж)== 0(mod р) (i=2,... ‚п. 


这 就 说 明 x 三 & (mod р (1= 2. --- , п) 7. (х) 20 (поа p 
的 解 ,类 似 上 边 的 过 程 可 以 得 到 

A= x- x) (xy) (mod p ， (17) 
并 且 有 


fx) = O(mod p (i=3, ,ND. 
继续 做 下 去 ,我 们 就 可 得 到 
f= 6- xJ f.(x)(mod p , 
(18) 
f. = (x—%,) а, (тоа р. 


中 (16) , (17 . (18) ERAR RRITEN, 立刻 得 到 

Год == а„(х—х,)(х— ж.) … (хе о) (тоа p. (19) 
Ш PRITE CGn) = О (тоа p (19) 式 有 

а, бхр а) = 0(mod p. 
X p h: — ж.а = 0 (mod 让, 所 以 一 定 有 一 个 
z (1<i<n 4 ж. — x = 0(mod 用. 这 与 我 们 一 开始 的 
假设 相 闻 证 .至 此 本 引 理 得 证 . 

引 理 3 如 果 a E p FEARR. IARD 

x° = а(тоа p (20) 

有 旦 只 有 两 个 二 不 同 余 的 解 (mod p. 

证 由 上 一 节 的 定义 1 知道, 一定 有 整数 x 存在 . 
够 使 得 

х= a (mod p 
成 并 ,于 是 也 有 
(—х)?= а (тоа p 

成 立 , НН x, tla (20) АЈ —1 Ж.Н p ЕН, х, 
ゴー x VREA ER mod р). ЭБ Б, х= х, (mod p. 
九 我 们 : п К 0 (тоа р), №20 р (2х). і, К 
们 已 经 各 道 了 是 一 个 奇 素 数 ,于 是 由 рР\\2х) 得 到 pix 、2 
ЕПА = 人 pla RAN загир > 
HRH Z. ia. А 2 我 们 知道 任意 一 个 以 素数 为 横 
的 1 次 同 余 方 程 至 多 有 nn 个 解 (mod p), Тї H H l 
ДАУ. ЖН] АЙНИ (mod p. 

引 理 4 {їр -次 剩余 及 一 次 非 剩 余 各 有 (p- D7 2 个 . 

证 WIR, URA ЛОЛУ 有 解 ,那么 它 的 解 一 定 在 下 
列 pー1 條 数 中 
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+1,+2,... +(p- 0/2, ( 21) 
但 足 (21) 中潮 数 的 平方 基 下 列 (p- 1) ¿ 2 條 数 
| ドー (P. ( 22) 
项 在 要 米 证 明 (22) 中 的 数 两 两 甘 不 同 余 (mod р ,否则 ,假设 
有 整数 1,k 使 1<i<k<(p-D/2,BkR 二 Li(mod p W 
我 们 在 

(k+D)(k- ) == 0(mod р, ( 23) 
AHH F 

2<21<к+1<р – 1, 
I<k—-I<(p-1) 2-1<р- 1, 
所 以 (423 式 不 可 能 成 立 , 这 个 矛盾 就 说 明 . 必 然 要 有 
k= (mod p. 
由 上 述 讨论 可 以 看 出 , 模 p 的 任意 一 个 平方 剩余 必然 与 (22) 
中 的 某 一 个 数 同 余 (mod p ,并 且 ,(22) 中 的 (p- 1) /2 个 数 
是 两 两 互 不 同 余 的 (mod p ,又 显然 (22) 中 的 每 一 个 数 都 是 
模 p 的 平方 剩余 , 干 是 (22) 中 的 ( ぉ - 1 / 2 个 数 恰好 是 模 р 
全 部 二 次 剩余 ,而 的 简化 剩余 系 中 其 余 (p— D /2 个 数 恰好 是 模 
的 全部 二 次 非 剰 余 . 
定理 1 (КСЕ шег) 判别 准则 ) 
ЖШ Жа 是 模 疡 的 平方 剩余 ,那么 


ат = 1(mod p. (24) 
ПЖ b 是 模 p 的 平方 非 剩 余 , 那 么 
b: = - (mod д. (25) 


ШЕ 当 4a 是 模 p 的 平方 剩余 时 ,由 定义 1 知道 ,存在 一 个 
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Ж n, 使 得 
as n (mod р. 
AAR p 1) /2 次 方 即 得 
| = 』 (тоа p. 
Ша, =1 Ema, р = 1, BT S 5 的 费 尔 马 定理 以 
及 上 向 的 问 余 式 , 得 到 


p_i 


а 2 = 1(mod р. 
山上 (1. が テモ 1.(2 рӯ = 1, pp = 1, ТЕА 
由井 償 号 定理 得 到 
177: =1 (mod p. 2° =1 (моа p, =, (р D7! 
= | (mod р). 

义 对 任何 满足 1<l<k<p-1 WE СГ k, a 
ия k (mod p PT A ËA p BJ И АА 1.2.3. 
一 1 МАХ == 1(mod р 10 р- 1 个 解 (mod p . 
ут 引 理 2 ЖЫЙ х” '= 1 (тоа р) 52 £ б р- 1171Ж АПК, 
由 上 述 讨 论 可 以 知道 间 余 方程 x 本 р) ТӨ 9 р 1 

个 解 ,这 p 一 1 个 解 就 是 1 ,2,-. 一 1 .由 于 
р] 
xnー1= ニ (xy 3 +D(x 7 oa p. 
我 们 知道 , 同 余 方程 


> = 1(mod p ( 26) 
xT =- 1(mod p ( 27) 
BRA 1) / 2 个 解 , 这 是 因为 ,由 引 理 2 知道 (26) 式 和 
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( 27) 式 的 解 的 个 数 郁 不 超过 ( р— 1) / 2 .但 由 前 面 的 讨论 知 
道 ,它们 的 解 的 个 数 的 和 是 p- 1 . 如果 (26) 和 (27) 式 中 某 一 
个 和 解 的 个 数 小 于 (p 一 D2, 则 男 一 个 必须 大 于 (p 0 2 . 
这 是 不 可 能 的 ,因此 (2Q 和 (27) 的 解 的 條 数 都 是 (p- 1) /2 . 
SERUL p FSRR А26) 式 的 解 ,而 一 个 整数 不 可 能 
同時 満足 (26) 及 (27 式 ,否则 浆 会 在 1 == — (mod p , 即 
2 三 0 (mod p. fil p> 3 , 因而 是 不 可 能 的 .因此 凡 了 的 平方 
ERIR. А27) W AE. ЕЛ Т a PB RJ HE FJ. 

引 理 5 Ху] АО p КЕЙ: 

任何 两 个 阅 方 剩余 的 乘积 仍然 足 一 个 平方 剩余 ; 

一 个 平方 匀 余 和 一 个 下方 非 剩余 的 乘积 足 一 个 平方 非 璋 余 ; 

任何 琴 个 后 方 非 剩余 的 乘积 必然 足 一 个 平方 剩余 . 

ШЕ а, Ма д ЧАЈ АХ, НА ТЯН, 一 定 存在 
fW TM n. n. ЭЛИ 

и == ду, п = a,(mod p 
JÑ г, РЛ 
. “(пп = aa, (тоа р. 

X UH] па, 是 一 个 平方 剩余 . 

我 们 已 经 知道 1, 2 ,… ,p 一 1 起 模 p 的 一 个 简化 剩余 
系 , 设 4 为 一 个 一 次 剩余 ,十 是 当然 有 pja .也 就 是 (p, a = 1, 
内 曽我 人 知道 


ç 
a 2a, , (ре Da ( 28) 
仍然 足 异 疡 的 一 个 简化 剩余 系 . ПЛЕ 4 知道 在 1,2,….p-1 


中 有 (一 DZ2 个 是 模 疡 的 半 方 剩余 , 设 为 四 ао, 


六 外 的 (p 一 1 2 Si ER]. GLE Jo. Cipo. 
ШЕШЕН ЧА УВ АГ. aa. s qa na ЙА Jr 
RIRH POD А ARERR Ж.О B ZIR ar ti 
(р—1) /2 个 平方 剩余 及 (一 卫 之 个 平方 非 剩 余 , 因 此 ce … 
deppa ТААМ РДУ PT AE R R aii (TKT 


Fä с “Л? t 


45 ЙС. 
Ж {ЕЗ b b Tere. ША: ТЕТ pth. ik 
Б. 2... .(р—1)Ь (29) 


MIER р УГА 6. Phs 4 Я руд 
(ре 02 ТЯ уа. apn ) X 
(p-) 2 TER] (U eco a) ,让 上面 证明 的 
第 二 .个 结论 知道 ,bay сс, baono 恰好 是 (29) 中 的 全 部 
一 1) /2 个 于 FEM 余 ,二 是 be, зс Беор MERE p 
APEI ЖЖ, Ka k КАНЕ. 


бе П, Т R Y EKRA E о q Bn УК Е 
ЖН, 9 ee KI]. ® BHATARA АГ T 8 ë 
а.(а, р) =1 是 耕 为 模 И? 方 剩余 却 趾 不 实际 的 ， Hwi 


要 涉及 到 宛 长 的 计算 ,为 了 克服 这 个 困难 , 勒 让 德 LLegendre) 
就 引进 了 一 个 新 的 工具 一 - 勒 计 德 符号 ,由 于 这 个 工具 的 引入 ， 
使 我 们 获得 了 一 个 便于 实际 计算 的 简便 判别 方法 . 
定义 2 设 4 是 一 个 整数 ,pH a, 定 义 
(а, -| 1 ,如 果 a йр 的 二 次 剩余 ， 
адри Ка, 


则 我 们 称 > ) 为 a 关于 p 的 勒 让 德 符 号 ,a tj p НЧ 
上 生か 放 当 phn 时 恒 有 ( -六 - ) =1 .特别 地 


有 ( っ ) =1 .如果 我 们 能 够 算出 ( ) 的 值 是 1 还 是 -1, 则 


我 们 就 能 够 确定 同 余 方程 x1== a (mod р ВА 
解 .由 定义 2 及 定理 1, 我 们 有 
оа T (mod р. ( 30) 
引 理 6 当 素 数 p>3 及 記 寺 а,(тоа p) BF, 


=). 
证 由 (30) 式 我 何 有 
(a )= а? = a” 三 (了) (mod p , 
p p | 


haa) っ = 0 (mod р) ,但 由 于 1( ) 
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0 1200р 3 ВОИС) =) м 
我 们 所 要 证 明 的 结论 . 
引 理 7 М р>3 并 且 整 数 a=aa a 时 ,我 们 有 


С=С) ). (31 
证 仍然 由 (30) 式 ,我 们 有 
(< = аз =a уса, у 55 00 ) (2) 
| っ | a : 


‚.(-®) (mod 9, 
p | (mo p 
ну а убур ауу (8, | 


СС) <2, 


i p> 3 ,所 以 必须 有 


(= 
p p p 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 结 
引 理 8 对 素数 p> 3 ,我 们 有 


(= DF 


MF 由 (30 陈 我 们 有 


= (mod р. 
又 明显 有 
k=) -ep <2. 
' F 
所 以 由 p> 3 就 得 到 ,必须 有 
| - p = 


由 引 理 8 我们 知道 , 当 p= 1 (тоа 4 时 ,一 工 是 模 p 的 
平方 剩余 ,而 当 р== 3 (тоа 和 时 ,一 1 是 模 P 的 平方 非 剩 余 . 


这 里 我 们 先 引 进 一 个 数论 中 常用 的 符号 [x1. 它 表示 不 大 
于 xx 的 最 大 整数 ， 其 中 x 是 任意 实数 ,这 样 我 们 就 有 
x= [xl+: fx}, 
中 б< Ту х ар, И. | 5 =2, 
(4-1=0.[1—211=—3.%®. 
假设 p 是 一 个 奇 素 数 , 则 对 任意 一 个 整数 ,都 一 定 存在 
有 -- 企 整数 并且 还 是 唯一 的 ) , 它 能 够 使 得 


а,р+ и, ~ 0<щ<р 、g, 为 整数 . 
我 们 称 u, N n 关于 模 p 的 最 小 非 负 剩余 .我 们 还 定义 


кә 


А 190 А 


ji: EKF JE pp А Ipa EE p WJ B 3812. | 
ЧЕТИ: P Gauss). 引 理 ) 假设 р-р Kn 是 一 
рул. ХЕ p- D /2 个 整数 


H 、2R 、… ,一 一 一 一 放 


中 ,对 于 梳 p 的 其 小 剩余 为 


P ` F- 4 TTT 4 f. , 一 r; = oTt 5 ュー チア し ュ (51) 


Шр 1<г< 2 (1<i<2),1<r: 
2 


有 


< + (б< ус ‚ШШ 


证 RMA t ир 02 FGD PENATES , 
ЖЖ ЫЕ r Aa] WY ДЕ кү, ro р PERAD S A 
+ КЕД чтүн РЕ НЬ. ге он OBRES te 
不 相等 的 .现在 我 但 来 证 明 . 


Fr o cra’ Р; ( 32) 

中 任意 取出 一 个 数 记 ,而 从 o 
r’, N ... 、 к, ( 33} 
Ш О ЖИ ге г. ШЫНА. WER r= ruh 


! р" 


— 1 | 
(31) ШЖ, TECLU ТЕ н b. l< a< ーー .1< ре 
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2-1 ,它们 使 得 
ап == r (mod p , ba = —r/ (mod p 
ーー (а+®п= r,— r;= 0 (mod p, 
但 ptn ,于 是 必 有 р|(а+ b) ,这 明显 与 


2<а+Ь<р- 1 
相 矛 盾 . 由 此 可 知 , 


Р, 3 б, + F. ` r. b. ... bi r 


^ 1 H 


恰好 是 1 ,2 , … , (p- D 7 2 的 一 个 排列 ,于 是 
H ` 2п-( PL n= D МР ` РРА 

=(-1*1- 2…( イ ュー) (mod p , 
注意 到 (PU g 


5 = (—1)* (mod p , 
再 由 (30) 式 即 得 本 引 理 的 结论 
引 理 10 бра аж, ЯА, 
(= ) =(= 1) 7078 
也 就 是 说 , 当 p==1 R — 1 (mod 8) 时 ,2 是 模 p 的 平方 剩余 ， 
而 当 p 寺 3 或 一 3 (mod 8 时 ,2 是 模 p 的 平方 非 剩 余 . 
证 在 引 理 9 中 取 n=2 ,这 时 (31 中 的 数 就 是 
2,4, =, pl, 


Мох о х Ж a= [4]. F 
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— _ { = | .从 而 有 


2n p= 8at 1 ti. 
2n+ 1., p=8n+ 318]. 
AT Ñ nt 4 p= 8n+ 510. 
2n+ 2,4 p= 8n+ 7 HJ. 
r Í: 当 p= 8n+ |}. 
— 1. p= вп 3], | 
D. АР 1、 当 p=8n+ 51] (34) 
- l. p= ni 7], 
出 此 并 根据 点 斯 号 1 得 本 引 理 的 结论 
定理 2 (Кин) 
议和 gg 是 丙 个 不 同 的 奇 素数 . 则 有 
(Psp, 


Пр =(p-1 Z 2.,q =(д—1) の 
特別 地 、 当 pj 中 至 少 有 一 个 形 如 4n+ {时 ,就 有 21p'g “. 


AA hj € 三 Г) = 4 p Bi q ЕЈ 4н +31) 1, 


Рур. 
ft = 0р). 
证 当 1S<ksp 时 ,我 们 有 
карі А4. 1+ u, (1<u < ре 1. (35) 
е о ВИТА Toh PP 有 1 个 人 上 ро. 


xil: U. 
DEON Pp 2 ЛА PEt АЕ p22 的 那 и 


103 ` 


Anr EA. 、 ы түз 
| 数 是 W] э. У " LD 


+ 


А=р + Vat + p; ， B= w, + wt- tw, 
出 (39) 式 有 
{2-09 =- pDA сур hd ap 
8 2 к=! 4 №. і р 
(36) 


令 =r = w— р1<і<и), АЛИ э. р; sF ЫИС F 


Æ i, 2,- ,pp 的 一 个 ALAO 


L, Ho, А 
А+ ир- B= А+ У (р- и) = A+) к = п 
i=] i= | ¡5l 
— р\р +1). рер. ptl _ ジー1 (37) 
2 2 4 Š ` 


C 


ーー ー1) ゲー _ デー1 
8 8 
р5 . 
=p рен А-ар+ В 
k= 1 


令 p=2s+ 1 И, 


о = 45 (5+ 0 {=8 ` g- キリ = 1==1(тоа 8), 
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二 是 得 到 8|( 户 一 117, 21а 1), А 38) 7с 
偶数 , 从 而 由 ( 38) 式 得 到 


ДЕ 
kg o 
р ん up= 0 (mod 2), 
故 由 引 理 9 得 到 | 


| te 」 
(OSC psp, ( 39) 
同 理 , 我 们 可 以 证 明 
УГАР] 
(と ) う = に 5) だし) 」 (40) 
9 
P | | | 
V qka y Y LAP] 
(二 (=CD ж (41) 
剩 下 只 须 证 明 
k h (p—- D(q— 1) 
yi MJ y 2 pj Ü P 203 22 (42) 
1 P 1 9 4 42 
我 们 先 来 研究 形状 为 
LES (43) 
p 9 | 
的 数 ,其 中 1<k<p l1<h<q ,容易 看 出 , 形 如 (43) 的 数 其 
ү ーー А 
бра = OPAD тнт k h 


--у =0 就 会 推出 
ka= ph, X. (р, 4) =1 ,所以 由 Kg= ph 就 得 到 plk .这 明 


` 1057 


у < К <р ЖОЙ. ЕШ АЗИЙ ЖОЖ O. 
mp о тл A ] 
р q | р P ` 
h fz J EMAED 中 其 有 > [EL рле. 
P 


ЖШН, Ж УНЕ. Z24043) 的 数 中 共 i Y [Р 
h= 


ЖАНН A A EE WEI ТЕ sk АПИ (42) E ЧУ. киеш 
ЯЗВ НА. 
例 1 MRE 
デー 1457 (mod 2389). 
送 軸 2389 是 一 个 素数 . 
- 解 我 们 有 一 145$7=( 一 D(30(47 . 


1 2389=4 х 5974 1. 4(— l. 1 , 2389= 31 


2389 
x77+ 2. 31 デー1(mod 8) 4065 2389 = — 1(mod 4) 
31 、_, 3389 、_ _, 
2389 ' 31 Т 1, 
类 位 地 存 
2389 39 ,_,_ 3 
(бау) (45) o o RE 
3 o А] 2 
( 5 ( 3 ) = 1 
13 A (Š (< у 
ба ya) 37 (T l 


1427 үу jl 47 ү 
=g = аво )( 5389 ) 5389)! 
設 所 符 同 余 方 程 没有 整数 解 . 
例 2 Жаа р 


x=: `5 (mod р) (44) 
AU. 
解 由 3 l(mod 4 Ku B 2 ШШ 
(—-)—-(-2), 
р 5 


T. p= 19 1(тоа 5) 時 で ) = 1. IEIR (044) 47у 
解 , 当 p=2 或 - (mod 3 时 人 2 )=ー1 、 此 時 (44 式 没有 解 ， 

БЇЗ 试 证 明 形 状 为 4n+ 1 的 素数 有 无 穷 多 个 . 

证 ”用 反 证 法 , 设 形 状 为 40+ 工 的 索 数 只 有 有 有限 个 ,不 妨 
议 是 以 下 个 : 

DIPS p. 
る = (2р.---р): 1. ОР, Р Орр, 
рО , 则 有 
-1=(2p-p" (mod p, 

从 而 ТВ p TUER EA p= 1(mod 4 ,显然 
рэёр, (1<i< .否则 由 p|Q 就 有 p| 1 ,这 是 不 可 能 的 ,这 
束 说 明 除 了 py >… 内 以 外 ,还 有 .一 个 形状 为 40+ 工 的 索 数 ,这 


5 一 开始 的 假设 相 矛 盾 .而 这 个 矛盾 就 说 明 只 有 在 限 个 4m1 
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章 的 素数 的 假定 是 不 对 的 是 .本 例题 得 证 . 
例 4 求 将 素数 p 使 
х+ 3 = 0 (тоа p . ( 45) 
{r E, | 
解 Шр КЛАНЕ 和 定理 2 我们 有 


(—У)у=(—1)(—5.) 
р р 


р 
DD). 
T&M p= 1 (mod 3). 400—2) = (р) =1 .也 就 是 


РОА 
= — 1 EEM 式 无 解 .另外 对 
‚(49 式 明 显 里 有 和解. 

_ 例 5 证 明 形 状 为 ba 二 1 的 素数 的 个 数 无 穷 

证 我 们 仍然 使 用 及 反 证 法 , 设 只 有 r 个 形 如 6n+ 1 юж 
数 p S< p < -:- <р, . 考慮 自然 数 

Q= (2p p) 3> 1 , 
于 是 一 定 存 在 有 素数 p| Q. 即 有 
(2Dp…p)2+3= 王 Onod p., 

这 就 是 说 同 余 方程 x+ 3 = 0 (mod p f W. br H P| 4 可 知 ， 
必定 有 p 1 (тоа 3) sk p= 3 
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jH p= 1 (mod 6) (1<ї<ю) ЖН} Ж sË ЕД, Я 
(2р:--р)?+ 3 = 1 (поа 3. EE p3, XUR p ER RK 
PEEN p= 1( mod 2), p= 1( mod 3) K p= 

( mod 2) 得 到 p= 1(mod 6) ,这 就 是 说 整除 Q 的 素数 p 必 
ҮНҮ 但 显然 有 pe p С S7 く < か, 送 起 一 條 矛盾 . 


SS. 雅 科 比 符号 


在 计算 勒 计 德 符号 时 ,必须 把 分 子 分 解 成 素 因 数 的 乘积 ,然后 
才能 应 用 王 逆 定律 . 当 分 子 和 分 十 都 是 很 大 的 整数 时 ,要 把 分 
子 分 解 成 素 因 数 ,就 会 在 一 定 程度 上 给 计算 带 来 困难 .为 了 能 
够 较 快 地 计算 出 勒 让 德 符号 的 数值 ,牙科 比 (Jacob 就 引进 
了 一 个 新 的 符号 . 

定义 3 设 n 之 3 是 一 个 育 数 ,n= pp…p,, 这 里 po Pr 
都 是 素数 ,其 中 可 以 有 重复 出 现 的 (例如 75 =3 x 5 x 5), 


对 满足 (4, т) = 1 的 整数 4 ,定义 雅 科比 符号 (全 ) 的 意义 为 


PRABIR) =l... а 


由 定义 3 可 知 , 当 {a,n)=1 时 恒 有 ( z ) =1, 特 别 地 有 
| ( ー ) =1, 但 这 里 有 两 点 值得 特别 注意 : 
(—) (а, д = ГВ. Т 


CP) 57L ( 46) 


Л а Жл п h ERR. AA Е КУКЕ, а 是 
п УЖ, ШЙ ДЕЛ. АЈАГ ЁЁ. 


> — 


х == q (mod n) 
有 解 ., 从 而 对 每 个 i=1,，.… m AANE 


X= g(mod p) 


也 有 解 ,好 有 () = (= р, , m) ,由 定义 3 就 有 


(-Є©)=(-Ф)...(-©)=1, 


| H | Pi Pn 
这 与 (46) NAH i. 
(2) Ála, т) = РА, n RE 
(-®)=1, (47) 
H 


X- BF AS REDERI a ERE n BJ Jy ЖҮ p], ea ЖОН Z Ж 
值 ,只 要 ?Ta 就 有 


( че) =( うっ -> т) = |, 
但 我 们 不 能 说 ,任何 整数 а, AERA jË 被 7 * 4 HR, Д Z Aa 者 是 А 


模 49 的 平方 剩余 .但 是 当 n 是 一 个 奇 素数 ， 而 牙科 比 符号 (有 
=1 成 立时 ,那么 a 一定 是 模 nn 的 平方 剩余 . 

51 11 gn 是 一 个 大 于 1 的 奇数 ,而 (a,DD=1, 则 当 
а, = a,(mod mm 时 ,有 


(sa, 
n 
证 n= p-ep, Ж poep, WERK, H a = 


` HO ` 


а, (mod nn 得 到 
a= а, (тоа д) (1<k<m) , 


故 由 定义 3 及 引 理 6 ,我 们 有 


(у=). С) = С) (282) = (0%), 
n p n 


Pn 
于 是 本 引 理 得 证 . 
引 理 12 Ҹа=а: а, 而 n 之 3 为 奇数 时 .我 们 有 
(4)=( 4)... (S), 
n n n 


其 中 a, s "17 5 d. 都 是 整数 . | 

证 А n= pr Pas Pot o Ph ЕЗ, НЕ ХЗ KIBET 

我 们 有 | 

(2) = (09р) 
п р, 


т 


= ( 21) .(2к)...(2)...(.26) 
р р р, 


РІ т т 
== К): (8). (2) E) 

Pin Pi Pm 
=( 2L = J- (2 ) ， 


这 AREER ie i 
引 理 13 当 ヵ >3 是 一 个 奇数 时 ,我们 有 


` HI ` 


叉 3 ,我 们 有 


一 一 1 Ба pm 一 
(= 
| H Р! Рр, | 
故 剩 下 来 需要 证 明 

Й-1 | | Bl нс 

2 2 


= Р > 1 (mod 2). (48) 
我 们 对 т 用 数学 归纳 法 来 证 明 (4 中 式 成 立 . 当 m=1 Bf, EAR 
(4 名 式 是 成 立 的 ,现在 考虑 m=2 的 情形 ， ， | 

由 于 р, Pp 都 是 奇数 ,当然 有 2|(p 一 了 (i=1, ,于 是 
(р = 0 р D0(mod 4, 


(дт 0 +( p - 1) = рв 1 (mod 4. 
两 边 除 以 2 ШИ 


<= 


< 


pl 十 21 = pp 1 (mod 2). 
这 说 明 m = 2 時 (48) ЖШ Ж y, 现在 设 对 m=k( 其 中 天 是 
一 个 正 整数 ) 的 情形 (4 RE 26 


假设 ,我 们 有 


成 立 . 则 由 上 面 所 证 及 归纳 法 


pl уу POL g Pl 
=] 2 ん 2 2 
= PR l 


= 112 . 


== PR (mod 2). ‚ { 49) 


(注意 在 证 明 (48) ЖН ЛЛ, ЭТУ fi A RE p 为 素数 的 条 件 ， 
р 为 奇数 就 够 了 , 故 在 (49) 式 中 的 最 后 一 步 可 以 和 用 
时 的 结论 .) 这 就 证 明了 引 理 的 结论 ， 

引 理 14 设 n 之 3 是 一 个 奇数 ,那么 


>: 
个 
と 


m 一 


| (Zy=(— pt, 
. r: 
证 由 定义 3 及 勒 让 德 符号 的 人 性质 有 
(Z)=(—2 y...(—_y=(— pto.. (Dt . 
n Р, Р, 
于 是 , 剩 下 来 只 需要 证 明 
(п 0 Ср 


= る (рро (mod 2). (50) 
KERE, SUD 式 美 似 .(50) 式 対 p( 1 < i< т) 为 奇数 就 能 成 
芯 . 我 们 仍然 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 当 m= 1 时 显然 成 立 ， 
当 如 =2 时 ,由 于 >30=1 ,2 为 奇数 . 帮 有 
й-1=О0к+-1=8- BAID = 0(mod 9), 


(рү Dp- 0 == 0 (mod 16), 


He BẸ 
pipi 1== (píi— D + (pš— Ú (mod 16. 


© H: 


pz 一 1 

+ 2Р2. 2), 

š š (mod 2) 

这 就 证 明了 m=2 时 (50) 式 成 立 .现在 设 =k 时 (50 式 成 立 ， 


则 当 严 = 天 + 工时 ,由 数学 归纳 法 假设 以 及 天 = 2 时 的 结论 有 
k+ 1 


= Pi 1 
8 
== (р Ар) 1 (mod 2, 
8 
这 就 完成 了 本 引 理 的 证 明 . 
定理 3 
我 们 有 


im 和 nn 是 两 个 大 于 1 的 奇数 ,(m ,nn) = 1 , 则 


(29902) =(- 0) 


1 . m | 
证 і т=р---р..п= 4:4, WAER H = KAE 
德 符 号 之 性 质 有 
(一 )( 


у (Ау (Ву В) 
п m qi dı 


Ї 


(Ё ук)... 
di | 
(A). CCA) 

Р; р 


1 P. 
・ 114: 


LI 
Ы за Ar Г oy 


=( )(_Ф у. PA)... 
di P, di Р, 


(Pya). A) (Pu) 
-dı Р, d, р, 


P ー ー ー ) 一 | — | Е 
DE 
= 2 2 2 э `, x z 3 


人 


Pr" 1 Po l ， di 
2 


= (—1)' 


Pr... р | Ypa yr 
= (- り ーー キー 一 一 一 


п] 


=(- р 5 73 


这 怠 实 成 了 定理 的 证 明 . 
例 6 讨论 同 余 方程 
х>== 一 286(mod 4272943) (51) 
是 否 有 解 ,其 中 4272943 是 一 个 素数 . 


解 记 p=4272943 ,由 引 理 7 我 们 有 


(2286 у (lj る)( 3 у. 
Р Р Р 


由 于 4272943 = 7(mod 8) ， 所 以 我 们 有 


157 


(21у. (2) =] 
р р 
从 而 ) 
(286 у. (143 у 
р р 


IHH] 143=4 х 35+3, р=3 (тоа 4 , 故 由 定理 3 有 


143 ‚,__,_р 
©» | (43): 
ЇН p= 143 х 29880+ 103 得 到 


(p= (103), 


14 143 
ЕШШ АИ! 3 ЕД 103 = 3 (тоа 4) ‚143 = 3 (тоа 4) 有 
103 ,__,143,__, 40 、 2х x 5 
( 143 ) ( 103 ( 103 ( 103 ) 
__,2х5,__,2 5 、 ,5 
( 103 ( 103 | 103 ) ( 103 
ーー( つう ニー( そう = 
F AEA 
( Z286 ) =] . 
P 
也 就 足 況 (51) 式 有 解 . 
习 题 


{证明 x- 十 1 的 奇 素 因 子 必 有 4K+ ] 之 形状 ， 
2. 证 明 x`— 2 的 奇 素 因 子 必 有 8K 十 1 之 形状 . 
3. n> 1, R. 4n+ 3 与 80+7 都 是 素数 ,证 明 


` H - 


M 22353 1 
АЕ: ЖЖ. 
4. 求 以 3 为 二 次 剩余 之 素数 р> 5. 
$. 求 以 10 为 二 次 剩余 之 素数 р. 
6. 求 以 6 为 二 次 剩余 之 素数 p. 
7. 若 gq 方 日 然 数 , р= 44+ 1 为 索 数 ,证 明 g 必 为 p 之 平方 


8. 芋 9 为 日 然 数 ,p=44+3 为 素数 ,证 明 2 5 20+ 1 É 
不 能 辐 为 p 之 平方 剩余 或 平方 非 剩余 . 
9. 解 同 余 方程 x? = 59 (mod 125). 
10. 证 明 : 不 定 方 程 
p= х?+ 2)? 


O IAR 有 自然 数 解 之 充分 与 必要 条 件 为 人 > )=1. 


11. 证 明 : 不 定 方 程 
p= x+ Зу” | 
(p 3 5 380 有 自然 数 解 之 充分 及 必要 条 件 为 人 —- ) =1. 
12. 定 义 第 六 个 费 尔 马 数 为 
F,=22 +1, 
ШЕН: р] E, WEEE К p= 2k+ 1 (QP m22). 
13.4 p> 3 为 系数 ,证 明 下 述 结 论 成 并 : 


2-1 
(D 4 р==1 (той 4) н.) =0. 
r= 1 
. zi — 
(2) ` p=] (mod 4) TAJ r= ттр 
r=] 
(二 ) =| 


P 


' HU: 


(3) 4 p= 3(mod 4) н.у r) Pr ). 

(4) 4 p = 1 (mod DEEE) = 5 r) | 

(5) 4 p=3 (mod 4) 时 ， 5 ч) 2рет) 
-p° Ze . 

14. 设 p>5 且 ps 3 (mod 4) ,证 明 关 的 全 部 二 次 剩余 


之 和 能 被 p 整除 . 
15. 设 p> 3, 试 计算 下 式 之 值 : 


. . ー ー 1 
(ーー)+( そ ュー ィ ュー ター ) 


16. 证 明 : 对 素数 bp 三 1,5 ,17 ,25 ,37 ,41 (той 42), 
同 余 方程 x* 寺 21 (mod р) ##. 

17. 求 m 的 一 切 值 ,使 同 余 式 

x = 6(mod m) 

可 能 有 解 . 

18. WEER: JEW Вк 7 的 素数 个 数 无 穷 . 

19. 证 明 : 形 如 8k+ 3 的 素数 个 数 无 穷 . 

20. 证 明 : 形 如 8k + 5 的 素数 个 数 无 穷 . 

21. 设 p 为 奇 素数 ,pa ,7 为 正 整 数 ,证 明 同 余 式 x° = 
а (mod p!) 有 解 的 必要 充分 条 件 为 

(5) =1 . 


・ H : 


22 设 x 及 太 为 只 取 值 + 1 人 
.… ,p 一 2 中 使 同时 有 
x+1 
+1 у= 
р / 


(х) =, (一 


成 立 的 那 种 x 的 个 数 ,p 之 3. 证 中 ; 


(D AN (x, B) =Y (ta tA А 


=] 


OAN la, =p- 2- В 8—9 =”) | 


4-05) | 
(3)N(1.0= モ ーー ブー „N(= 1D 
=N(- 1, 1)“ i 


N(1.-1) =1+N(1 ,1) . 
23. ИЕН}: ЖЖ A S Ж p, 存 在 整数 x ,，y 使 
х2+ ут 1 == 0 (тоа p. 


a : x+ l) 


Fm. Мо. ВОЗЕ 1.2. 
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第 十 二 章 平方 剩余 的 计算 方法 


$1. ”素数 模 的 情形 
一 章 讨论 的 方法 ,对 判别 素数 模 的 二 次 同 余 方程 
x°= а(той р) (1) 
аннан 一 个 切实 可 行 的 算法 . 但 是 如 果 我 们 已 经 
定 出 (1 式 有 解 ,究竟 怎样 有 具体 求 出 其 解 , 纯 还 没有 给 出 实 
БОКИН 下 面 我 们 将 给 出 求解 的 方法 . 
情形 1 設 p 地 36mod 4). 
因为 已 知 (D) 式 有 解 , 故 有 (  ) = 1. 由 欧 拉 判 别 准 则 ， 
我 们 有 I 
pl 
а 2 = 1(mod р, 
两 边 同 时 乘 以 a 得 到 . 


p+! 


a? =а(тоа р). (2) 
hi p=3(mod 4) 知道 PHL 是 一 个 整数 ,因此 , 令 
к 
X == а + (mod p). 


则 由 (2) 式 就 有 


хі ==a (mod р). 


` 120 ` 


所 以 , 土 Xo 就 是 原 同 余 方 程 的 艇 . 
例 1 试 解 同 余 方程 
x= 73(mod 127). (3) 
解 首先 易 知 p= 127 是 一 个 素数 . ЖИЙ p==3 (mod 4). 
73=1 (mod 88, 由 勒 让 德 答 时 及 雅 科 比 符号 的 性 质 我 们 有 


73 、_, 127 220-0 3 3 3 . 
) =( ›=( )=( 3 (3 ) (55) 


127 73 73 


=( つづ)=( 二 )=1. 
3 3 
因此 (3) 式 有 解 ,出 上 上 面 关于 情形 I 的 讨论 ,立即 得 到 原 同 余 
方程 的 解 是 


127+1 


QIB 4 = + 73° = + (5329)5= + C 5)”= 


= + (390625) + (— 27)`= + 729 =+ 33(mod 127). 
情形 HI i p==5 (тоа 8). 
(D Л. RIA 


= | (mod р), 


p= = 
(a+ —1)(a 4 + 1) =0 (mod p). 
如 果 有 
六 | 
a+ =1(mod p). 
ИЛЛ [Ө] ЖЕ a 得 到 


Li p3) 


а 4 = а (mod p). (4) 
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ПІ 15 p==5( mod 8), 所 以 p+3 是 8 的 倍数 ,也 就 是 说 
る tI 2—10. M 


x == a kz - (mod р), (5) 
- 由 (④ 式 立 即 得 到 
x? =a (mod р). 
是 此 时 (Dh 式 的 解 可 由 ( 引 式 给 H. 
WRA 
aT =] (mod p), 
п) EEEX xo 就 会 有 
x; ==— a (mod р). (6) 


由 р==5 (mod 8) 知道 一 1 是 模 p 的 平方 镜 余 ,我 们 现在 来 求 
шу 
у==— 1 (mod p) (7) 
的 解 . 由 第 十 三 as. 之 威尔逊 〈Wilsom 定理 ,我 们 有 
-1=(p 011502 25 5 L (pH 


=1-2 D2 に D 


=(—1) 2 (а о (озо mod p. 


(WX) = y хе ==(— 1) (~ а)=а (тоа p. | 


也 就 是 说 , = хо СРЕ) тае (mod р) 就 
是 同 余 方程 (D) ЖИШШ. | 
例 2 求解 同 余 方程 
х?==5(тоа 29). 
解 首先 由 | 


(у )=(2)=(Ф=(-р)'=1 


知道 所 给 IRR 一 定 有 和解 . 由 于 29==5 (тоа 8) ,于 是 由 
上 面 所 证 即 得 其 解 为 | 
| 29+ 3 


+ (14 ` 5* 

+ (3628800) (1D (12 (13) ( 14) (625) 

+ (110(1213(14д(1@ 

+ 384384= + 18 (mod 29. 
情形 TII 设 素 数 p= 4n+ 1, п= 2и, и 是 奇数 0, 

а ERR p ЕР b ER p BJ Е, 所 以 有 

p= 4 2u+l. | 


若 有 
=+] 3 或 - 1 (mod р. 


那么 (D дин 
或 者 


х= аз (mod p), Е (8) 
x= + a? の (mod р). (9) 
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a"¥ + 1 (mod p), 
那么 在 | 
1,2 ss 2 一 ] 
这 些 数 内 必 有 一 数 h, 它 能 够 使 得 
(Ь?“)#==— д" + a"(mod р). 


送 時 (1) 式 的 解 是 

x= + ат bmod p), (10) 
或 者 是 

x= + a"? mod p. (11) 


证 由 b 是 模 p 的 平方 非 剩 余 知 ,应 有 (b,pP =1, 広 用 第 
五 章 》5 的 欧 拉 一 费 尔 马 定理 ,我 们 有 


b” 1 一 りー が а (рур (тоа р). (12) 
设 m 是 最 小 的 正 整 数 ,能 使 
(b2=)" =1 (mod p С (13) 
成 立 , 则 必 有 m12:*'。 因为 , 若 不 然 , 则 可 设 22: i= mat r, 
其 中 g 和 + 都 是 整数 (0<r<m) ,这 样 ,由 (12) 式 和 (13) 式 就 
可 得 到 
(bY = b= (p)! = 1(mod р). 


但 这 明显 与 m BJ Ж ЛУНИН. ШЖт<2'', 则 易 
见 m 必 能 除 尽 2 、 男 一 方 面 。 因 ヵ 是 模 p 的 平方 考 剰 余 , 故 由 
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欧 拉 判别 准则 我 们 有 
b T = br"=b = (hb) — 1 (mod р). 
这 就 说 明 т 不 能 小 于 或 者 等 于 2 , 故 得 m=2*1, 因 而 在 下 
列 各 数 
pz", (Ь2")2, … ， (02 (14) 
内 没有 两 个 数 对 模 ぁ 是 同 余 的 , 因 若 1<1<К<2'! ня 
(b?) = (Ь?ч)' (mod р), 
则 得 
(b= 1(mod p), 
这 显然 是 不 可 能 的 .因为 0O< k-I<2*!. 
由 ( DRAAD 中 的 数 显 然 都 是 同 余 方程 
22! = 1(mod p) (15) 


的 解 , 且 由 (1 中 的 数 两 两 对 模 p 的 不 同 余 性 知 这 些 数 就 是 
(19 式 的 全部 解 。 因为 


(Ь?#?°ж= — 1 (mod p) ， 
所 以 (1④ 中 的 数 也 可 以 写成 


b! (六 202 … (69292. ~ 57 レー 。ー( あ 2 
或 


+ b, + (bp) 。 十 (6292 ‚ (16) 
HT aE рїї ЖЖ. МОН 


-ji . А - и 4+1 
аз = а"=а? ? "= (4*)2 ==1 (mod p), 
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从 而 知 ,a"* 也 是 (15) 式 的 一 个 根 , 因 此 ,a’ 一 十 与 (16) 中 的 一 
全数 同 余 (mod р). 


如果 
а“= — (Ь?®? = 1 (mod p), 
则 由 | | 
а*®\=(а“?”)?== a (mod p), 
得 (了 DD) 式 的 解 为 I 
x = + а 3 (mod p). 
ЖН | | 
а*= (6292 = — 1 (mod р), =: ` 
则 由 a"*! = — a (mod р) 
以 及 | | | 
b?” == — 1 (тод р), 
得 到 
ачр (a "2 у" が = a (mod D. 


“所 以 (D 式 的 解 是 
Оох a 2 b (mod р). 
如果 1< ヵ <27 Жн 
— (р2)* (тоа р), 
则 以 Б?" 站 乘 此 式 后 ,得 ーー 
の の 7 2uh = —b2"= 1 (mod p), 


ペ 


故 由 


u+ 1 
au lb2n_2uh= (a 


b" “h)2== a (mod р), 
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и + | 


ЭИС) НОЖ Е 


| х= + а? pb "(mod р). 
如 果 1<h<2”, H 
а"== (p?°")" (mod р), 
则 以 БТ" RE, 4 l] 
а" ptm? == |" = | (mod р), 
故 山 Е 


uil 
арат (a > р2"- uh) 2 = ad (mod p) > 
18 ( 1) 式 的 根 是 
: utl 
x= + qa 2 р" uh(mod p) . 


从 二 而 的 讨论 我 们 看 到 ,在 表达 (1) 式 的 解 的 式 子 里 含有 
H, н, а, b, АЗОН n, u, a 都 是 已 有 的 数 ,b 也 容易 找到 ， 
惟独 五 需 要 从 小 于 Y 的 正 整 数 中 去 寻找 ,如 果 “不 太 大 ， 
这 也 比较 容易 ， 但 当 % 相当 大 的 时 候 , 采 用 一 一 试验 的 方法 
去 找 ,也 有 一 定 的 困难 ,为 了 减少 这 个 困难 ,我 们 给 出 下 面 的 

命题 ”在 情形 焉 的 假设 条 件 下 , WRA a= +1 (mod р), 
則 必 有一 正 整数 ヵ < ん , 它 能 够 使 得 

(a? = – 1 (той р) 

成 立 ， 此 时 必 有 一 奇数 1(1 <t<2"), 使 得 2”” 工 就 是 情 
ЖШ 中 的 整数 ヵ . | 

证 由 a 是 模 p 的 平方 剩余 知道 

p- 


a 7 =a = (а)?! ==1 (mod р). 
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由 此 得 到 (a 中? 二 + 1 或 -1(mod р). # (a) =- 1(modp, 
#ни=54,# (а)? ==1 (той 用 , 则 必得 (ao 一 :三 1 或 -1 
(mod p. 这 样 必得 4=4-1 或 (ao '= 1(mod p ,tË 
REUN == 1 +1 (тоа 及 ,如 此 继续 做 下 去 ,最 后 
得 到 (29: ==—1 9+1 (поа р). 由 此 就 得 A= 1 sÉ 
а"==+1( mod р). 但 我 们 曾经 假设 4 Æt 1(mod р), 
о 
KW=1 或 2 或 … 或 4， 
它 能 够 使 得 
(a)! = – 1(mod р). 
在 1,2,… ,2°— 1 这 些 数 内 有 下 列 2”' 个 数 : 
25, 2 ブレー 3,27". 5。… ,2 "(2'—-1), 
因 车 1 是 奇数 时 , 恒 有 


(pT = (bp t= р) -1(mod р), 


ЖО?) (29) 72 ‚(зу 5 (292 en ikan"! 
个 数 都 是 同 余 方程 
х? = ー 1 (mod р) 
的 解 . 这 个 同 余 方程 有 2 "个 解 ， 另 外 的 那 2”! 个 解 是 前 述 
2 :个 解 的 负数 ， 但 由 前 面 的 讨论 已 经 知道 ，w“ 是 这 个 同 余 
方程 的 解 , 故 必 有 一 奇数 上 ,能 使 
a"= + (b>) ” l W- (p23)2 t (mod р), 
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也 就 是 
Chm” t= +a" —а"(той р), 

故 得 h=2”“ > L。， 于 是 本 命题 得 证 . 

根据 这 个 命题 ， 当 我 们 需要 求 出 hh 时 ,可 先 在 下 列 数 

(ge9 (a) (a 
内 寻找 与 — 1 同 余 的 数 (mod p. Ж#Н 
(a2"= -1(mod p), 

则 必 有 

| h=2 ">t 
然后 从 
| (p). *, (6292 *- 3 (p20)2 “QD | 
”也 就 是 从 下 列 数 

sas u Cp . u); e, (pz tt . u)?” 1 
内 寻找 与 +a" 或 一 a" 同 余 的 数 (mod р). 这样 就 可 找到 
整数 』 , 因而 也 就 确定 了 hh. | | 

例 3 试 解 同 余 方 程 

== 22 (mod 29). 
WW 因为 29 是 一 个 素数 及 


3) = (S ーー = 29 
( ) =( IE L) (3 9 ) (р) 
=L 本 = Jl, -4 = 
(+T) )=( 7) 1, 
故 原 同 余 方 程 有 解 | 
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u+1 _ 7+1 


因 29=4 х 7+1, Ж р 7 =4, M 
22%= (— 7)*= 492 ==202==(— 9)2= 81 = 23 (тоа 29) 
因为 
(22) =(23) (22)( 一 9) = — 1 (mod 29), 
М 


29=3 x 8+5, 
所 以 2 是 29 的 平方 非 剩 余 . 又 因 n=7, 故 得 
Ь"=27=25 x 22=32 x 4= 3 x 4=12(mod 29), 
面 由 (⑨ 式 我 们 有 
x= 23 x 12= 一 6 х 12=—72= -14 (mod 29), 
故 原 同 余 方程 的 解 是 
x = + 14 (mod 29). 
例 4 试 解 同 余 方程 … 
L= —4 (mod 41). 

ж 由 于 41 是 一 个 素数 , 易 见 一 1 和 4 都 是 模 41 的 平 
方 剩余 , 故 一 4 也 是 模 41 的 平方 剩余 ， 也 就 是 说 原 同 余 方程 
一 定 有 解 . 
因为 ”41=8 x 5+1, $ u= 5, > -=3, M 

(— 4):= — 64 = — 23 == 18 (mod 41), 


因为 
(—4)5==(18)(16) ==1 (mod 4р, 
故 由 (8) 式 知道 所 求 的 根 是 
х к= + 18 (mod 40). 
例 5 试 解 同 余 方 程 
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Хх? == 34 (mod 257). 
解 因为 257 是 一 个 素数 ,我 们 有 


34、， 2 、，17、 17 
(957) 0557 257 ) = 57 


=( つ 97 )-=(_2 )- 
=(Є—)=(-—)=1, 


故 原 同 余 方 程 一 定 有 和 解 . | 
因为 257=4 х 26+1, 所 以 n=2s, 4 ニテ 6 , u=1, 


テー =1， 所 以 a'= 34， 又 我 们 有 
342= 1156 = 128 (тоа 257), 
34” = 1282= 16384 = 193 = 一 64 (тоа 257), 
34: = (— 64)2= 4096 = 241 == – 16 (тоа 257, 
34# = (—10°=256= -1 (той 257), 


所 以 | 
u=4,2-u=6-4=2, 
故 
h=? ・ t=4t, +t 是 奇数 
并 且 有 


1<г<2°— 1= 15. 
因为 ”257=12 х 21+5, #355257 的 平方 非 剩 余 ， 
从 而 有 
(p= (32)* = (39) 
但 是 ,我 们 有 
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38:= 9#= 8]2= 6561 = 136 一 121 (mod 257), 
(38) == (— 121)2= (14641) (— 120) = ( —8)X( — 121) 
к= 968== 197== 一 60 (mod 257), 
(3#)5 == (— 8) (— 60) = 480== — 34 (mod 257), 
所 以 必 有 ”t=5， 从 而 h=4t=4 х 5= 20, 
| n— ћ= 28% 20 = 44, 


因为 
(= 一 34 (mod 257), 
所 以 
3# = 34 х 3V% == 81 x (- 34)= — 2754 
== — 184 == 73 (mod 257), 
而 


| 34 х 73= 2482 = 169 = — 88 (mod 257), 
KACO 式 知 道 原 方程 的 解 是 
x= + 88 (mod 257), 
. 以 p 为 模 的 情形 , p>2 ，x >1. 
ВИЕ 2291219, GAA 
х? == а (mod р), (а,р) =1 
有 解 ,如 果 有 解 ,怎样 把 它 求 出 . 在 这 一 节 里 ,我 们 来 讨论 , 若 
P 是 奇 素数 ,x 是 大 于 1 的 整数 , 同 余 方 程 
x’= a (mod р"), (cx , の =1 (17) 
什么 时 候 有 解 ， 如 果 有 解 ， EPER ЩН. | 
我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 1 WRO 式 有 人 解 , 则 (17) 式 也 有 解 ,并 且 怡 有 两 个 
解 . 我 们 还 可 由 (1) 式 的 解 求 出 (17) 式 的 解 . 
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证 从 前 面 几 节 的 讨论 我 们 已 经 知道 如 果 (17 式 有 解 ， 
则 它 一 定 恰 有 两 个 解 . 剩 下 来 我 们 只 须 证 明 , 从 (了 式 的 解 出 
发 ,一 定 有 一 种 方法 ,可 以 求 出 (17 的 解 ,那么 问题 就 解决 了 . 
Ма 是 某 个 整数 的 平方 时 ,比如 a=r ,那么 无 论 是 任 
何 正 整 数 ,以 及 p 是 任何 奇 素数 , 恒 有 
r2== a (mod р"), 
也 就 是 说 ,(17) 式 一 定 有 解 . 
当 a 不 是 平方 数 时 ,也 就 是 说 ,a 不 是 任何 整数 的 平方 时 ， 
我 们 来 介绍 两 种 从 (了 式 的 解 来 求 (1 刀 式 的 解 的 办 法 . 
方 法 一 . 渐进 法 . 设 n> 1 是 一 个 整数 , 若 恒 能 从 同 余 
方程 
х? = g(mod р") (18) 
的 解 , 求 出 同 余 方程 ー 
x = a (mod р"*!) (19) 
的 解 ， 则 问题 就 可 得 到 解决 . 假设 
x = r, (mod р") 
是 (18) 式 的 一 个 解 ,也 就 是 说 ,整数 
х= „+ р" убу (F K RHO 
恒 能 満足 (18) 式 , 如 果 其 中 有 能 够 满足 (19) 式 的 , 则 应 得 
(+ р"'у)2 == a (mod р), 
也 就 是 | 
+21, р'у+р"у = а (mod の けり, 
因为 ”2n= n+n 之 n+ 1， 故 由 上 式 得 到 
だ 十 27 р" у= a (mod どり , 


AX rn (18) 式 的 和解, 所以 有 (2 一) .因而 得 
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2r, у= を な (mod р), 


因为 (2, p= (r, 及 =1， 所 以 上 边 的 一 次 同 余 式 一 定 有 
一 个 根 | | 
y== y, (mod р), 


所 以 有 
у= у+р2 (z 是 任意 整数 ) , 
进而 有 | 
х= + р" (у,+ pz) = + ру, + рг. 
车 令 i 
һе р" y, › 
wD АЈ | 


x= + т. (mod р"). 
用 这 个 办 法 由 (也 式 来 求 (17) 式 的 解 ,必须 依次 解 形 如 
27 y, = . (mod p) (n= 1,2, ,9%—D 
的 同 余 式 , 求 出 的 数值 ,因此 得 到 
mri ру, - 

若 x 相当 大 时 , 则 必须 连续 做 x 一 1 次 才能 达到 目的 ,所 以 这 
一 方法 不 简捷 ,因此 我 们 再 提出 下 面 的 方法 . 
| 方法 二 . 跃进 法 . i r Æ) 式 前 解 , 即 
r= а(тоа р), 
所 以 得 | | 
т-а=пр (1 是 整数 ) , 
由 此 得 到 
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(r— a)*=n*p' = 0 (тоа р"). 


又 我 们 有 
(r+ Va ) テ ニテ テテ 十 Ж ria + at ーー +{Va }:= 
Ya 
文 里 1 和 站 都 是 六 4 的 整 系数 多 项 式 , 故 得 
(= а)*=12—аи = 0 (mod p°), 
也 就 是 
“= au’ (mod p’). (20 
下 面 我 们 来 证 明 
(t.p =(и.р) = 
设 
[= (0+ Ja 0+ (r— уа? )=f(a r), 
则 易 见 有 | 
t=fla,n= f, r) (mod р. 


f (2, r) = (0+ )*+ (r— r) 中 -2 бок, 


t= 2“ '!r* (mod p). | 
因为 (2,p) =(r,p) =1, 故 得 (t.p =1. 而 由 (20) 式 又 可 
得 到 (4 ,p)=1. 
H(u,p) = 1 知 ,一 定 有 一 个 整数 4b, 可 使 
uv= 1 (mod р"), 
找 出 整数 vb 后 ,用 它 去 乘 (20) 式 ,我 们 得 到 
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tv =a (mod р"). 
故 (17) 式 的 解 是 
x= + tv (mod р). 
例 6 试 解 则 余 方 程 
х2 = 13 (mod 27). 
解 я 27= 3 ,我 们 先 解 同 余 方 程 
х2== 13 (mod Э == 1 (mod 3), 
很 明显 ,mr = 1 就 是 这 个 同 余 方程 的 一 个 解 . 
(1) 用 渐进 法 . 先 从 


2r yi” 2 y, >= а. = ーー =4 1(mod 3) , 


3 
得 到 

y = 2 (mod 3) 5 
所 以 

ғ=т+рут1+3 х 2=7. 
再 从 
2r y= 14у,= 2-8 = — 4 (mod 3), 

得 到 | 
也 就 是 | 
所 以 


һ= + рѓу,=7+9 х (– 2) = – 11. 
故 原 同 余 方程 的 解 是 
x= + 11 (mod 27). 
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(П) 用 跃进 法 . 由 
ET +3х 1341313 
=40+16./13 > 


得 到 
402== 16° x 13 (mod 27), 
由 | 
160==1 (mod 27), 
得 到 | 


5р== 32v= 2 (mod27) . 
注意 到 (5,27)=1, 又 得 
— 2р== 25v 三 10 (mod 27), 
也 就 是 | 
v= —5 (mod 27), 
所 以 
40°х 52== 13 (mod 27). 
故 原 同 余 方 程 的 解 是 
x= +40 х 5= + 13x 5= + 65== + [1(той 27. 
例 7 试 解 同 余 方程 
х2 = 534 (mod 625). 
解 易 见 625= 54. 我 们 先 解 同 余 方程 
х2 == 534 == 4 (mod 5). 

所 以 有 r=2. \ 
(1) 用 渐进 法 . 先 从 
534—4 
5 
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得 到 


у == — 1 (mod 5), 
所 以 | 
к=г+ру=2+5х(—1)=—3, 
又 以 
2к,»= —6у,= 5-2 = 21 (mod 5), 
得 到 
y,= — 1 (mod 5), 
所 以 | | | 
FPL р?у,=—3+25 x (— 1) = ~ 28. 
又 从 Г 
2r y= — 56 y, = ーー ーー2 (mod 5), 
得 到 
y, == 2 (mod 5), 
所 以 | 
rr t p y=- 28+ 125 x 2=222, 
故 原 同 余 方程 的 解 是 
х= + 222 (mod 625). 
(H) JHEKEHRR. 由 


(rt Va )*= О +,/5зд )*=2#++4х 2° х V534 
+6x22x534+ 4 х2 х534 XV 534 + 5342 
= 297988 + 4304 / 534 , 
所 以 | 
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297988° = 4304* x 534 (mod 625), 


也 就 是 | 
4882 =(— 71)? х 534 (mod 625), 
(— 137)2==(— 71)? х 534 (mod 625), 
1372== 71° x 534 (mod 625). 
而 由 
710==1 (mod 625), 
得 到 


ー 57р== 5680=8 x 71v = 8 (mod 625). 
注意 到 (11,625) = 1 ,由 上 式 又 可 得 到 
– 2р== —627р= 11 х (—57›)=11 x 8 = 88 (mod 625), 
也 就 是 
р == — 44 (mod 625), 
故 原 同 余 方程 的 解 是 
x= + 137 x 44= + 6028= + 222 (mod 625). 


52. 以 2 为 模 的 情形 (a>1) 


在 这 一 节 里 ,我 们 来 讨论 形 如 
x =a (mod 2°) («> 1) , (a ,2) = 1 
的 同 余 方 程 ,我 们 的 主要 结果 是 下 面 的 定理 ， 
定理 2 1 对 任何 奇 整 数 wa, 同 余 方程 
x =q (mod 2) (21) 
有 且 只 有 一 їй x= 1(mod 2). 
H 如果 а= 3 (тоа 4), 则 同 余 方 程 
х= a (mod 4) ` (22) 
没有 解 . 如果 а= 1(mod 4), 则 (22 式 有 两 个 解 ,就 是 
х= 1,3 (mod 4). 
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Ш 如果 a 三 3,5,7 (mod 8) ,那么 同 余 方程 


x =a (mod 8) (23) 
没有 解 . ШО#а=1(той 8) , 则 (23) 有 四 个 解 , BD 
x= 1,3, 5, 7 (тоа 8). 
IV ШЖ a> 3, х а==3, 5,7 (тоа 8) 时 , 同 余 方程 
x=a (mod 2°) (24) 
RAM. Я а == 1 (тоа 8), 则 (24) 式 有 四 个 解 . 求解 的 
办 法 是 : 
E n> 3, 別 在 同 余 方 程 


x= а (mod 2") (25) 
的 四 个 解 当 中 ,有 两 个 就 是 同 余 方程 
x= а (тоа 2*') (26) 


的 解 . | 
证 è IHE x =1 (тоа 2) (02) 式 的 根 , 且 易 见 (2D 
式 仅 有 此 一 个 根 . 
| ll 容易 看 出 ,满足 (22) 式 的 整数 x 必须 是 奇数 . 不 妨 设 
х= 2К + 1 其 中 大 是 整数 , 则 就 得 到 x2= (2k+ 1)2=4К?+4К 
+ 1 = 1 (тоа 4). 所 以 , 如 果 ヵ 3 (mod 4), 那么 (22) 式 
DRA RAR. Ш Жа =] (mod 4), 那么 全 体 奇 数 都 能 满足 
(22) 式 .但 明显 地 ,以 4 为 模 的 全 体 奇 数 只 有 两 个 不 同 的 剩余 
类 ,就 是 与 1 同 余 的 类 (mod 4) 和 与 3 同 余 的 类 (mod 4). 
因此 (22) 式 有 两 个 解 ,它们 是 
x=1, 3 (mod 4). 

M RHE, Е T Sr ЖО. ШЕЙ KOR ЛИЛ 4n+ 1 或 

4n— 1 的 形式 , 基 中 ヵ 是 整数 ,而 
(4n + 1)2== 1 (mod 8), 


ТРАП а= 3, 5, 7 (той 8), 那么 (23) 式 没有 解 . 如 果 
а = ] (mod 8) ,那么 任意 奇数 都 能 满足 (23) 式 ,但 对 模 8 来 
Pú, 全体 奇 数 共 有 四 个 不 同 的 剩余 类 ,它们 是 :与 1 同 余 的 类 ， 
与 3 同 余 的 类 ,与 5 同 余 的 类 ,与 7 同 余 的 类 . 因此 ,(23) 式 
有 四 个 解 ,它们 是 

x=1,3,5,7(mod 8). 

V 如果 &>3, 并 且 整 数 7 能 够 满足 (24) 式 , 当 然 它 也 能 
满足 (23) 式 , 故 由 于 的 讨论 知 , 当 (24 和 式 有 和 解 时 ,必须 有 4a = 
1 (mod 8), 也 就 是 说 , 当 4a 夺 3,5,7(mod 8) 时 ,(24) 式 没 
有 解 . 

现在 我 们 先 来 证 明 , 如 果 (24) 式 有 解 ,那么 它 有 四 个 解 ， 
iz r 是 (24) 式 的 一 个 根 ,x 是 (24) 式 的 任 一 根 , 则 我 们 有 

x = a (mod- 2°) K r? = a (mod 2°). 
于 是 得 到 
х?— r2== 0 (mod 2°), 
也 就 是 | | 
(x— r) (x+ r)=0 (тоа 2°). 
-因为 x 和 7 都 必须 是 奇数 , 故 得 


27 - テー ==0 (mod 2” °). 
xor Xx+r _ xor xtr 、 
== + = “ > 一 — 
因 为 > > x 是 奇数 , 故 和 7 这 


两 个 数 中 必 有 一 个 是 奇数 . 


i) 设 хг 是 奇数 , 则 得 
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ーーー ==0 (mod 2“ 2), 


x—-r=0 (mod 2°!) , 


所 以 
х=г+{ ”2 (为 整数 ) . 
若 上 为 偶数 , 则 有 | 
x x= r(mod 2°). 
H Ме, WA 


x = F+ 2* (тоа 2°). 


ii) 设 2—7 是 奇数 , 则 得 


x+r=0 (mod 2°), 
所 以 
x=—r+t 2” 1(t 是 整数 ). 
É t EBB, WA x == — r (mod 2°). 若 上 是 奇数 , 则 有 
x= р 2 1 р 281 (mod 2°). 
ЕК ЕЛКЕ, Е x 只 能 和 下 列 的 四 个 数 之 一 同 余 
(mod 2°) ーー | 
| Er , (0+2), 
这 四 个 数 对 于 模 2° 来 说 ,很 明显 是 两 两 不 同 余 的 ,又 因为 了 能 
满足 (2 外 式 , 故 这 四 个 数 都 能 满足 (24) 式 ,所 以 说 ,如 果 (2 乡 式 
有 根 ,那么 它 恰 有 四 个 根 . 
最 后 ,我 们 还 需要 证 明 , 如 果 
a == ] (mod 8), 
ARARA H TAA H BJ, RIR A RET TF BB , TE 
能 从 (25) 式 的 解 求 出 (26) 式 的 解 就 行 了 .实际 上 ,我 们 不 但 
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能 够 证 明 上 述 结论 ,而 且 还 能 证 明 , 在 (25) 式 的 四 个 解 当 中 ， 
一 定 有 两 个 就 是 (26) 式 的 解 . 
W r 是 (23) 式 的 一 个 根 , 则 有 | 
| デーg デ テル | 2" (k 是 整数 )， 
如 果 天 是 偶数 , 设 大 = 21, 1 是 整数 , 则 
デー ロ g デ 7 ・ 2” し 
所 以 7 也 是 (26) 式 的 根 . 
如 果 上 是 奇数 , 则 r+2”' 必 是 (2 式 的 根 ,因为 
(2 りーg テ (デー の オキテ ルー VAPO 
| - =k: +p 2n 十 22n-2 | 
而 2n— 2= 1 十 (1 一 2) >п+ 1, 故 由 上 式 得 到 
(rt 2" 1)2—a==(k+r)- 2" (тоа 2"), 
即 有 
(r+ )' 1)2 == а (mod 2""1) . 
由 上 所 述 可 知 ,如 果 + 是 (25) 式 的 一 个 根 ,那么 r 和 
7 十 2"! 这 两 个 数 必 有 一 个 是 (26) 式 的 根 . 如果 是 (29) 和 
(26) 式 的 根 , 当 然 -+ 也 是 它们 的 根 ， 如 果 r+ 2"! 是 (25) 和 
(26) 式 的 根 ,当然 — r— 2"! 也 是 它们 的 根 . 这 就 说 明 , 在 (2 
式 的 四 个 根 中 ,: 必 有 两 个 是 (26) 式 的 根 ， 至 此 本 定理 得 证 . 
根 据 上 迷 定 理 . 解 以 2*(g> 1) 为 模 的 二 次 同 余 式 的 か か 法 
可 以 归纳 如 下 : | 
(—) # x< 3 Bf. 
x= a=1 (mod 2) 9—8 x = 1 (mod >, 
х?®= qa = 3 (mod 4) 没 有 根 ， 
х? = a = Í (mod 外 有 两 个 根 x = 1.3 (mod 4), 
х= а 3,5, 7(mod 8) 没 有 根 ， 
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х2 =q4 =| (mod 8). AMAR x= 1, 3,5,7 (mod 8). 
a=3,5,7(mod 8), 


则 (24) 式 没 有 根 , 如 果 | 
а= 1 (той 8), 


则 (24) 式 有 四 个 根 , 根 的 求法 是 这 样 的 : 

首先 , 若 4 是 某 个 整数 的 平方 ,比如 说 &= 产 ,了 是 整数 , 则 
土 7 了 就 是 (2 人 9 式 的 根 ,而 男 外 的 两 个 根 是 二 (r+ 2871), 

其 次 , 设 a 不 是 任何 整数 的 平方 , 因为 已 知 1,3,5,7 是 
以 8 为 模 的 根 ,所 以 1 或 者 5 必然 同时 是 以 16 ARR, E 
方 说 5 是 以 16 为 模 的 根 , 则 5 或 者 5+ 8= 13 一 定 同 时 是 以 
32 为 模 的 根 . 如 此 继续 下 去 ,无 论 x 有 和 多么 大 ,都 可 以 逐步 
相当 快 地 求 出 以 2* 为 模 的 二 次 同 余 式 的 根来 . 

#8 试 解 同 余 方 程 

х? = 33 (mod 128). 

解 我 们 有 1? 一 33= 一 32. 所 以 1 是 以 32 为 模 的 根 ， 

因此 ,1+ 16= 17 是 以 64 为 模 的 根 ,因为 有 
17 33= 289 一 33= 256. | 
故 17 还 是 以 128 为 模 的 根 ,而 以 128 为 模 的 另 一 个 根 是 
17+ 64=81= —47 (mod 128), 
故 原 同 余 方 程 的 根 是 
х= 17 , + 47 (mod 128). 
例 9 试 解 同 余 方程 
x = 105 (mod 256). 

解 由 1: 一 105= 一 104= 一 8 x 13 知道 1 不 是 以 16 

为 模 的 根 ， 故 知 5 是 以 16 为 模 的 根 ,再 由 
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5?— 105=—80=—16х 5 . 
知道 ,5 不 是 以 32 为 模 的 根 , 因 而 5+ 8= 13 是 以 32 为 模 的 
根 , 而 由 

13?ー 105 = 169— 105 = 64 
知道 13 不 但 是 以 32 为 模 的 根 ,而 且 是 以 64 为 模 的 根 , 从 而 
得 13+ 32=45 是 以 128 为 模 的 根 ,因为 | 

452— 105 = 2025— 105= 1920= 128 x 15, 
所 以 45 不 是 以 256 为 模 的 根 , 因 而 45+ 64= 109 是 以 256 
为 模 的 根 ,以 256 为 模 的 另 一 根 是 
109+ 128 = 237 = — 19 (mod 256), 
故 原 同 余 方程 的 根 是 
x =+ 19, + 109 (mod 256). 


93. 以 任意 正 整 数 为 模 的 情形 


在 这 一 节 里 ,我 们 来 讨论 形状 为 
x =a(mod т) (27) 
的 同 余 式 ,这 里 m 是 任意 的 正 整 数 ,(a , т) = 1. 
在 解 这 样 的 同 余 方程 时 ,我 们 应 该 首先 计算 一 下 雅 科 比 
ест) ТНА. С) = 一 1, 那 么 (27D) 式 一 定 没 


有 解 ,我 们 就 不 再 需要 讨论 了 ,如 果 ( 8) = 1, 则 我 们 需要 把 
т 分 解 成 素 因子 的 乘积 ,假设 有 

т = 2° р! ... pr | 
其 中 p, … pp 是 互 不 相同 的 奇 素数 ,这 样 ,如 果 (27 式 有 解 , 当 
然 下 述 n+ 1 个 同 余 式 
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ば ーッ (mod 2°), 
{х?к=а (mod p’), 


lx 三 a (mod р") 
必须 都 有 解 , 故 4 应 该 是 2 ,已 +P. 这 些 数 的 平方 剩余 ,这 
就 是 说 | ーー | 
若 g=1. ЭН a= 1 (mod 2), 
若 x=2, ҢҢ a= 1 (mod 4), 


Ж ®>3, ИД а == 1 (тоа 8). 
另外 还 必须 有 | | 
a = 4 = +++ = a = - 
( р? ( р.) ( р.) 1.. 


下 面 我 们 给 出 一 个 关于 (2 妃 式 的 解 的 个 数 的 一 个 定理 . 
定理 3 m=? ра wh p” ,而 同 余 方 程 
х= а(тоа т), (a,m)=1 
有 解 , 则 它 有 ーー 
| 2" 个 解 , 当 wx=0 或 1 时 ， 
2⑦! 條 解 , 当 x= 2 时， 
27,4 а> 3 В. 
Е ARIRE TOD 式 有 解 , 故 (28) 式 中 后 面 的 ヵ + 
同 余 式 都 必须 有 解 ,并 且 各 有 两 个 解 ， 如 果 х= 0, 则 (29) 式 的 
解 可 以 由 下 列 形状 的 联 立 同 余 式 组 
| x=r (mod p" ), 
x= r, (mod p?) , (29) 
| x == r, (mod р") 


(28) 


` W 24% 2 19 


cal 


ЖШ. Н л. ちっ ,依次 是 (28) 式 中 后 面 的 几 个 同 余 方 
程 的 解 : 由 (28) 式 中 的 后 面 的 几 个 同 余 方程 都 有 两 个 解 知 道 ， 
人 但 由 孙子 定理 
道 (29 式 恒 有 解 ,这 就 证 明了 当 x= 0 R, (27 式 共有 271 
н . 
若 = 上, 则 在 (27 式 内 还 应 添上 同 余 式 
x= 1 (mod 2), 
或 者 是 
x 三 3 (mod 4), 
所 以 送 時 (27) 式 和解 的 條 数 成 比 z=0 的 情形 增加 一 倍 , 共 有 
う 叶 1 个 解 . 
# х2 3 , 则 在 (29) ка 
=a (mod 2°) 
的 四 个 解 之 一 ои ,此 时 (2 RA K 有 2" 个 
К. 至 此 本 定理 得 证 . . | | 
例 10 试 求 同 余 方程 
х*== 19 (mod 45) 


的 解 . 
很 明显 
== 19== | (mod 9) 有 两 个 根 x = + (mod 9), 
= 19 = 4 (mod 5) 有 两 个 根 = + 2 (тоа 5), 
ж 


x= п (mod 9) , x= b (mod 5) 
友和 孙子 定理 得 到 | 2 

x= 5 x 2a+ 9 x 4b = 10а+ 36Ь (mod 45), 
故 由 
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x= 1 (mod 9), x= 2 (mod 5). 


得 到 

x = 10+ 72= 82 = — 8 (mod 45), 
再 由 

x = | (mod 9), x= —2 (mod 5), 
得 到 | 

x == 10— 72= — 62 = 一 17 (mod 45), 
故 原 同 余 方 程 的 解 是 

x 三 +8 ， + 17 (mod 45). 
я ш 


1. 判 断 以 下 各 同 余 式 是 否 可 解 ， 对 于 可 解 的 , 试 求 出 其 
全 部 解 : 

(1) х2== 43 (mod 109). 

(2) x?= 247 (mod 881). _ 

(3) х2==7 (mod 83). 

(4) x=- 11 (mod 59). 

(5) х2==-5 (mod 243). 

(6) x>= – 46 (тоа 121). . 

(7) х2==41 (mod 1024). 

(8) х2==34 (mod 495). 

(9) х2== 81 (тоа 729). 

(10) 12х2— 11х- 1= 0 (mod 30). 

(10) х?— 10х— 1 =0 (mod 90). 
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第 十 三 章 ， 原 根 与 指数 


S1. 原 根 (素数 模 的 情形 ) 


定义 1 设 h 为 一 个 整数 有 旦 (4h,n) = 1. 我 们 称 满足 
r= 1- (mod n) 
的 最 小 正 整 数 [为 hh 关于 模 n 之 次 数 ,也 称 为 上 之 阶 数 
(mod n) ,这 里 n 为 自然 数 . | 
1 Ж л=7,л=2.5 A 22=8 ==1 (mod7), 而 对 1 
< к<2 ,W 422 1(тоӣ?7), Р 2 关于 模 7 的 次 数 为 3. 
而 对 /=- 2 , 易 算 出 有 (一 2 了 6=64 = 1 (mod у.ШЯ1< k 
< 5,W 8 (—2 V= 1(mod7) ,于 是 -~ 2 关于 模 7 的 次 数 为 6. 
定理 1 Ж" = (modh Mih 关于 模 n 之 次 数 为 1 ， 
йот | 
证 ЖИ m; 则 必 有 两 个 整数 g 及 r 使 
m= qltr, 1< г<1- 1, 
于 是 我 们 有 
| В ре h"(h) = 1 (тод п), 
但 是 1 < г< 1 一 1, 故 与 1 为 hh 关于 模 n 之 次 数 的 假定 矛盾 ， 
. 推论 1 设 (h,n)=1 且 hh 关于 n 之 次 数 为 1, 则 
llo (n), 
这 里 欧 拉 函数 фп) 定义 为 不 超过 n 的 全 部 自然 数 中 tjn u. 
素 的 数 的 个 数 , 即 


фп) =), 1 
l&r <n 
(r.n)=1 


证 由 第 五 章 35 的 欧 拉 一 费 尔 马 定理 知 , 对 任何 h， 
(hn) = 1, 我 们 有 | 
П" =1 (тоди), _ 
在 定理 1 中 取 m= o (n) 就 得 到 要 证 的 结论 . | 
定义 2 设 (h,n) =1 B h> РАЯ n КАУ o (n) , 则 
称 为 模 n 的 一 个 原 根 ， 
例 2 :出 p(7 = 6 及 例 1 知道 ,一 2 是 模 7 的 一 个 原 根 ， 
而 2 不 是 模 7 的 原 根 . | 
关于 原 根 , 有 两 个 问题 是 我 们 首先 关心 的 : 
问题 一 .对 给 定 的 模 n, 它 有 没有 原 根 ? 
”问题 二 ,车模 n 有 原 根 , 它 有 多 少 个 原 根 ? 
: 定理 2、 ip Ж Нр а 而 
f= ax ta + の +a 
为 一 整 系数 多 项 式 ,那么 同 余 方 程 š 
fo) = 0 (modp ` | . (1) 
的 解数 至 多 为 n 个 ( 重 解 计算 在 内 ) (mod р). 
证 若 ヵ 1, 由 р/а 1, Чуй р2 564] 
Ж ЖЫ, а y 也 跑 过 模 p 的 完全 剩余 系 ( 见 《 初 等 数论 》I ‚р. 
6, 引 理 7), 故 必 有 自然 数 b, 使 ” | 
аЬ == 1 (той р). 
于 是 容易 直接 验证 ,此 时 (DD) 怡 有 一 个 解 (mod р). 日 这 个 解 
BR h: x= — рао(тоа p) . | 
現在 優 和 遂 ぁ 2, 且 対 任 何 次 数 べく ヵ ー1、 首 項 系 数 不 
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能 被 p 整除 的 整 系数 多 项 式 ， 都 有 要 证 的 结 i 仑 成 立 . RUKY 
EIEI AERE n REMAS. . 
情形 一 . 若 (H 没 有 解 ,那么 定理 的 结论 对 矿 (x) 已 经 成 立 . 
情形 二 . 若 (1 有 一 个 解 x 三 а (modp, 由 多項式 除法 
知 , 必 有 常数 + 及 一 个 n 一 1 次 整 系数 多 项 式 f(x 使 
f(x)= (x—a)fi(x)+ r, , (2) 
由 f(a) =0 (mod p И] r= 0 (тоа p, MA . 
ро) 0-а) f(x)(modp. ° ` 
H (容易 看 出 AO HAMREN A 2р4 аһ. 由 归纳 候 
设 知 ， 同 余 方 程 
| ДО) = 0 (mod p - 
ZEA n- 1 个 解 (mod PERH AEA) FERILL 
论 对 任 一 个 满足 条 件 的 п 次 整 系数 多 项 式 1 BRY. 这 
就 完成 了 定理 的 证 明 . 
需要 注意 的 是 ， 当 模 是 一 个 复合 数 的 时 候 ， 上 述 定理 的 结 
论 一 般 不 成 立 . . | 
例 3 О) = х 1, 则 同 余 方程 
Гбх) = 0 (mod 16) 
有 八 个 解 x 三 +1, £3, +5, +7 (mod 16). 
推论 1 (威尔逊 定理 若 p 为 素数 , 则 
(p= 01== -1 (mod Dp . 
证 ре 2;, 结 论 显然 成 立 . 故 可 设 p> 3 为 奇 素数 由 
费 尔 马 小 定理 ( 详 见 лазу , pl 3, 定理 2) ,对 х=1, 2, 
р 1 Шш 
x° != 1 (mod p) 


ЖЕМ, Elit Ре 

x”! —1 = 0 (mod p) 
RA р- 11° 1,2, ...,р- 1(mod p. HEM 2 的 证 明 方法 
容易 推出 有 

х”!— 1ж=(х— D(x— 2..-(х—(р— D) (mod p). 
特别 地 , 取 x= 0 就 得 到 

—1 = (— Dr X(p— 1)! =(p— 1)! (mod p), 
这 正 是 要 证 明 的 结论 . | 

为 了 进一步 讨论 高 次 同 余 方 程 的 性 质 ,我 们 需要 下 面 的 
引 理 . 

引 理 1 lab) =d. MVA хо, у 使 

d= axot+ byo. 

证 考虑 所 有 形 如 ax+pyC ,y 为 整数 ) 的 整数 组 成 的 集 
合 の , の 中 必 有 一 條 最小 的 正 数 c .我 们 先 来 证 明 D 中 任何 
整数 都 必 为 C 的 倍数 . 设 若 结论 不 成 立 , 则 至 少 有 也 中 一 个 整 
数 r 使 cr, 我 们 不 妨 设 r> 0( 否 则 一 r 必 也 属于 集合 D, 这 只 
要 在 r 的 表达 式 r=ax + by’ 


中 将 x ,y 分 别 换 成 — x, - УЖЕ, 再 由 с 的 最小 性 有 
г> с. 于 是 有 9,s 使 
r=qct+s, 1< s< c-i. 
但 是 这 样 就 有 
5=ғ- qc =ах'+Ьу'— Фах ”+ Ьу”) 
=а(х'— ах Э+Ь(у'+дау”. 

于 是 应 有 s 也 属于 D, 而 这 与 c 之 最小 性 矛盾 . 

剩 下 要 证 ,实际 上 c= d. BADR a 与 b 都 属于 集合 D ,于 
”是 也 有 cla 及 c1b 成 立 ,从 而 有 

ci(a,D =d. 

Fkh d=, bA d | a 及 4d 1b, 从 而 对 任何 x,y, 篆 有 
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d1(Cax+P 妨 特别 也 有 dlc, 故 c=d . 
定理 3 k> 2 为 自然 数 , 则 同 余 方程 
xk == 1 (mod p) (3) 
ZEESC. p- D ,这 里 p 为 一 个 素数 . 
证 设 d=(k,，p-- 1), У 1 知 必 有 二 整数 s 及 it 使 
sk+i(p-—-1)=4, 
# xo 为 (3) 的 一 个 解 , 则 必 有 
xd 一 xs хиа (хк) (xr)! = 1 (modp, 
于 是 x, 必 也 为 


х4 = 1 (mod p) (4) > 


的 解 . 反 过 来 , 设 x。 为 (4) 的 一 个 解 且 上 =dk, Mi 
k=(x4) к= 1 (mod р), 
TE x, 必 也 为 ( 习 的 一 个 解 . 
剩 下 要 证 (和 恰 有 d 个 解 即 可 .由 定理 2 知 , 只 需 证 明 (4) 
的 根 数 а 即 可 .由 费 尔 马 小 定理 ， 
x” 1—1= 0 (mod p) 
的 解数 为 P--1 .又 由 定理 2 , 同 余 方程 


x” !—1 
X4 一 | 


的 解数 不 超过 p- 1- а, F: (d) 的 解 数 不 小竹 
(р- 1)—(р—1-4)=4, 
这 就 证 明了 定理 的 结论 . 
引 理 2 对 和 任何 自然 数 z ,有 
у`Ф(4)=п. 


di» 


=(ху .x1 三 0 
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证 ”对 任 一 个 适合 rl rn 的 自然 数 ,将 1,2,…,n 这 几 个 日 
然 数 按照 满足 条 件 | 
(т, п) =r (5) 
归 为 一 组 , 记 为 S, ,显然 对 任 二 适合 | 
rinrin, r. == r, 


HARET 及 ,集合 S, 与 S, 中 没有 同样 的 自然 数 ,于 是 
„СУ 151015,1 表示 8 PARRA, © 
rin 
由 (5) 式 有 
(L DSL 


r 


于 是 8, 中 自然 数 的 个 数 恰 等 于 1,2,… ,也 诸 数 中 与 E 
素 的 数 的 个 数 , 即 J | 
> 1S =o), | (7) 
RACO 就 有 
п= Lot ー ), 


rin . 

改 记 d= — , 则 由 7 与 d А2 到 过 的 一 切 下 因子 就 得 到 引 
理 之 结论 ， 

定理 4 没 为 素数 hh 为 一 整数 p+ А.В ЖЕЕ pi 
次 数 为 1, 则 对 任何 适合 

(d.)= 1 | 

的 整数 X: р ЕЛХАН + I. 

证 首先 容易 看 出 有 

(h2)!=(h)4= 1 (mod p) . 

R КЖ НЕ, HEI т< т< ー)., 都 有 
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(h2)m=<] (mod р), 
RARES ЖЕТЕ — от (1 т 1—1) 6 
© (hf) == 1 (тоа р) 
由 定理 1 就 有 1| dm ,再 由 (4， 站 = 1 #9: Пт, У ют 的 
定义 矛盾 . 
推论 1 設 ヵ 力 素数 , 若 ヵ 不 被 ヵ 整 除 , 且 ヵ 共 了 チ p 的 
次 数 为 1, 则 在 模 p 的 一 个 完全 剩余 系 中 恰 有 9 Q) イイ 次 数 
为 1 的 数 . | 
-证 在 1,2,…,1 这 1 个 数 中 ,与 1 互 素 的 恰 有 ФО) +, 
记 它 们 为 disd, odon. 由 定理 4 知 ,以 下 ФО Л 
| h”, р“. ... „рео (8) 
关于 模 рт 为] 下 面 来 证 (8) 中 这 PD TERT p 
WW HAB. RS AFE, T i, j. 使 
hi 1<i,j< (D (mod p , 
不 妨 设 а,> а, Р 
А474 == | (mod p). 
于 是 由 定理 1 有 1| (dod) ЛАХ Ха, do 1,2,…,1 
中 与 1 互 素 的 数 的 全 体 , 故 不 可 能 有 11 (а: а). | F ЖЖ 
证 明 关 于 模 p 次 数 为 1 的 任 一 整数 及 必 与 (8) 中 某 一 个 数 
同 余 (mod p.m F 


x! == | (mod p) | (9) 
至 多 只 能 有 1 个 解 (定理 ， 由 有 的 次 数 为 1 知 ,以 下 1 个 数 
hl -h (10) 


恰好 是 (9) 的 全 部 1 个 互 不 同 余 的 解 (mod 只 .由 于 加 次 数 
也 为 1, 故 办 必 也 满足 同 余 方 程 (9) ,于 是 必 有 某 个 j(1 < j 
ぐり . 使 
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п, = hi(mod р. 
我 们 只 要 证 出 必 有 Gj,)=1 即 可 .如 果 不 然 ,可 设 (j,D=r> 1, 
Jrj» = (1) =1, Т 
дү! = hili= (h) = 1 (тоа p , 
{Н 1< |) <1, 这 与 hi 的 次 数 为 1 矛盾 . 
定理 $ 若 p 为 素数 , 则 模 p 必 有 原 根 存在 , 且 怡 好 有 
ф(р- 0 TER. 
证 H RD EBE Æ pt h, 必 有 
hz = 1 (той р , 
再 由 定理 1 知 , 必 有 1|(p~ D), AE 1185 h ETH роу. 
反 过 来 ,对 每 个 自然 数 11(p 一 上 D,; 模 p 的 简化 剩余 系 【。2,…, 
p 一 1 中 或 者 没有 次 数 为 1 的 数 ,或 者 恰 有 ФО) 个 次 数 为 了 的 
数 .于 是 ,如 果 1,2,…,p 一 1 中 没有 原 根 存在 ,那么 关于 р 以 i| 
Ip- D .1< 1 <р- 1 为 次 数 的 数 的 总 个 数 至 多 为 (定理 4 
推论 1) | 
M= У Ф] 


ITS) 
1<i<p-1 


个 ,由 引 理 2, 
M=} ゅ w()ー ф(р- 1) =(р-1)— ф(р- 1) <р- 1, 


п 5-D 
这 是 不 可 能 的 ,因为 1.2... p 1 2 p- 1 个 数 皆 与 p 互 素 ， 
因此 它们 关于 模 疡 都 有 一 个 确定 的 次 数 存 在 , 即 应 当 有 
М =р-— 1 这 个 矛盾 证 明了 模 避 必 有 原 根 存在 .再 由 定理 4 之 
推论 1 即 知 , 模 p 的 原 根 恰 有 wp(p- D +. 

例 4 Ж№р= 7, ф(р- 1) = ф(6) 一 2, 于 是 模 7 恰 有 2 个 
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原 根 ,计算 表明 这 两 个 原 根 是 3 K g= 5 (тоа 7). 

注 ”由 定理 5 的 证 明 容易 看 出 成 立 以 下 更 一 般 的 结论 

定理 6 i p 为 素数 , 则 对 任 一 个 自然 数 1,1i(p- 1)， 
№ p AA oD 个 次 数 为 1 的 元 存在 . 

1 5 取 p=11, 则 p71=10, 注意 到 10 以 1,2,5,10 
为 其 因数 ,而 ФС) = 1,ф0(2) =1,ф(5) = 4,ф(10) =4, 故 由 
定理 6 知 , 模 11 怡 分 别 有 1 个 一 阶 元 ,1 个 二 阶 元 ,4 个 五 阶 

元 及 4 个 原 根 . 计算 给 出 ， 
f | 一 阶 元 :1, 

二 阶 元 :10, 

四 阶 元 :3 4, 5, 9, 

ДЖ 根 :2, 6, 7, 8. 

十 面 定理 4 之 推论 1 的 证 明 还 给 我 们 提供 了 一 个 当 已 知 
p 的 一 个 原 根 后 ,寻求 p 的 全 部 原 根 的 一 个 简便 方法 . 下面 
的 例 6 说 明了 这 个 方法 . 

例 6 设 已 知 2 是 p= 13 的 一 个 原 根 , 试 求 p 的 全 部 原 根 . 

解 由 于 gp(p~- 1) = の (12) = ф(4) ф(3) =2:2= 4, 13 
恰 有 4 个 原 根 ,再 注意 1.2,… ,p-1=12 这 12 个 自然 数 中 
与 12 互 素 的 数 俭 有 如 下 4 个 : 1, 5, 7,11. 于 是 下 面 4 个 数 

2'== 2, 2 = 6, 7 ==11,2" == 7 (mod 13) 
恰好 组 成 13 的 全 部 原 根 . | 

这 一 方法 对 求 p 的 全 部 1 阶 元 (1 ( p— 0) ) 也 完全 适用 .由 
p 一 1 二 12 以 1,2,3,4.6.12 为 其 全 部 约 数 知 , 模 13 分别 有 
ф(1) =1 个 一 阶 元 ,op(2) = 工 个 二 阶 元 ,po(3) =2 个 三 阶 元 ， 
の (4) = 2 “ИЕ, ф(6) =2 个 六 阶 元 及 ф(12) =4 个 原 根 . 
显然 1 为 一 阶 元 ; — 1=12 为 二 阶 元 ;由 3; 三! 及 3° > 
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1 (mod 13) 知 3 为 其 三 阶 元 ,注意 到 1, 2 , 3 中 与 3 互 素 的 数 
是 1,2, 于 是 模 13 的 全 部 三 阶 元 为 3 及 3 = 9(mod 13). B 
52=-1,5:=- 5 UR 5t == (тод 13), 故 5 是 13 的 一 
四 阶 元 ,注意 1,2,3,4 中 与 4 互 素 的 数 是 1,3, 故 模 13 的 全 部 
四 阶 元 为 如 下 两 个 :5!1, 53== 8(mod13) . 注意 到 以 上 计算 即 
知 , 剩 下 的 4 及 10 必 恰 为 模 13 的 全 部 六 阶 元 . 
原 根 的 重要 性 ,可 以 由 如 下 关于 简化 剩余 系 用 不 根 表示 
的 结果 看 出 来 . 
定理 7 设 g 为 素数 p 的 一 个 原 根 , 则 如 下 p 一 1 全数 
9, gaeng” (tb 
恰好 组 成 p 的 一 个 简化 剩余 系 . | 
证 ”显然 只 НЕН) ЧЕР Стой В Вр пу. 
用 反 证 法 ,车 有 i,j(l < a p D, f 
g'== g! (mod p) , 
就 有 
а^! = 1 (modp) . 
由 定理 1 及 g 关 于 p 的 次 数 为 p+ 就 有 
(р=- 0 |60, (12) 
НІ< -1< (р D –- 1=р- 2, 因而 (12) 式 是 不 可 能 的 ， 这 
就 证 明了 我 们 的 结论 . 
上 面 的 定理 5 完全 解决 了 当 模 n= p 为 素数 时 , 原 根 的 存 
在 性 及 其 个 数 的 问题 ,在 下 一 玉里 我 们 要 继续 讨论 当 模 n= p 
为 一 个 素数 宕 时 原 根 的 存在 性 . 


$2. ЁШ ( 奇 素数 罕 的 情形 ) 
设 p>3 为 奇 素数 ,s 之 2, 我 们 现在 要 来 讨论 模 为 形 如 严 的 
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奇 素 数 寡 的 情形 时 原 根 的 存在 性 问题 .我 们 的 想法 是 从 六 的 
原 根 出 发 构造 出 产 的 原 根来 . 
先 讨论 s= 2 的 最 简单 情形 . 设 g 是 模 p 的 一 个 原 人 很. 故 
g! == 1 (modp). (13) 
如 有 果 还 有 
g" '!= 1 (mod р», (14) 
那么 g 必定 不 是 模 严 的 原 根 , 因 为 如 果 g 是 pp 的 原 根 ,必须 


g” =] (mod p), (15) 
且 対 任 何 自然 数 1 к< фр) = р(р- 0), 
gq'= 1 (mod p?) (16) 


不 成 立 , 这 与 414) 矛盾 .因此 我 们 看 出 来 ,如 果 9 同时 也 是 р 
的 原 根 , 一 个 必要 条 件 就 是 | 
go 1 (mod р>). | (17) 

那么 , 当 条 件 (17) 满 足 时 ,g 是 否 一 定 是 户 的 原 根 了 呢 ? 首先 ， 
由 欧 拉 一 费 尔 马 定理 知道 ,(15) 式 是 成 立 的 ,如 果 g 不 为 户 
ZAR, GRA r, 1< r<yp(=pp-TD, 使 g 关 于 模 闫 的 
次 数 为 7 . 

| 97 = 1 (mod p), ` (18) 
РНН БЕ 1, уе |рбр- 1). ú 

注意 p> 3, 必 有 (p,p 一 了 D=1, 因 为 着 有 m 之 2 使 
(pp 一 1) =m, 
就 有 m| (p- (р 10) „В т 1, 这 不 可 能 .于 是 必 有 
ветр, (к.к) =1, ri p к] (р—1). 

г 二 1 或 r=p. 容 易 看 出 r+ == 1, 否 则 就 有 r| (p— 1 Эх 
(18) 式 就 与 (17) 式 矛盾 .于 是 r= 二 pr,n (0р 01 < r,< p- 1. 
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于 是 ,由 (18) 式 就 有 


g" = 1 (mod p), (19) 
注意 到 

= g (mod p), 
由 (19) 就 推出 

д2 == | (mod p), (20) 


但 isr<p- 1,650 为 模 p 之 原 根 间 盾 . 

这 样 ,我 们 就 证 明了 :条 件 (17) 也 是 g HE p ARRA 
充分 条 件 . 这 就 是 下 面 的 . 

定理 8 #g 为 模 p 的 一 个 原 根 ,那么 当 且 仪 当 (17) 成立 
时 ,g 也 是 模 产 的 一 个 原 根 . 

例 7 求 出 模 13* 的 一 个 原 根 来 . 

解 ” 由 上 节 例 6, 已 知 2 是 13 的 一 个 原 根 ,计算 给 出 

2'°=(128)(32)== 一 (41)(32) = ー (164)(8) 
= (5)(8) =40 (mod 132), 

故 由 定理 8 知 ,2 也 必 为 模 13 的 一 个 原 根 . 

例 8 已 和 苍 p= 29,1926 Н р = 841 的 一 个 原 根 . 

E ”我们 来 验证 14 是 29 的 一 个 原 根 . 由 于 

の (p) =28= (4)(7) =(2) (14), 
为 验证 14 确 为 p=29 之 原 根 ,显然 不 需要 验证 对 所 有 
от(1<т<28),Җ 
14" 寺 1 (тоа 29), 
而 只 需 验 证 以 下 诸 式 即 可 (参见 上 节 定 理 1) : 
142 == 1, 14% 3 1, 14 = 1, 14'#== 1 (тоа 29). (21) 
计算 给 出 
14? == 22, 144== 222 == ( — 7)2 == 22, 


14" 全 (414)*(14)*(14) == (20) (22) (14) = 12, 
141 == (12)2 = — 1 (mod 29), 
于 是 (21) 中 诸 式 确实 成 立 , 从 而 14 必 为 模 29 的 一 个 原 根 . 
又 计算 给 出 
(14 *=(196)'* =(384107 = (571)7= (571) (326041? 
= (571) (574)2 = (327754 (329476) = (605) (645) 
= 390225 = 1 (mod 292), 
故 14 必 不 为 模 29° 的 原 根 ,为 了 从 14 作出 292 的 一 个 原 根 ， 
我 们 改 为 考虑 14+ 29 = 二 43, 由 于 
43 14 (mod 29), 
故 43 仍 是 29 的 原 根 .但 
(43) * = (3418801) 7 = (136)'= (136) (18496) ° 
=( 136) ( — 6) 3= ~ 29376 == 59 >< 1 (mod29 う , 
于 是 仍 和 由 定理 8 知 ,43 为 模 292 的 一 个 原 根 . 
上 一 例题 的 做 法 实际 上 是 有 普遍 意义 的 ,就 是 说 , 若 9 为 
模 p 之 3 的 一 个 原 根 , 且 
gr” != | (mod p°), 
那么 g+ p UHR 闫 的 一 个 原 根 . 
由 于 已 知 对 素数 模 了 原 根 一 定 存在 ,因而 上 面 的 结果 说 
ВН, А p> 3, 模 闫 的 原 根 也 一 定 存 在 
令 人 惊奇 的 是 ,对 一 般 的 奇 素数 寄 产 ,8 > 2, 条 件 (17) 也 
Æ p HER g N r 原 根 的 充 要 条 件 ,日 当 g 不 满足 (17) 时 ， 
仍 可 取 g+ p 就 得 出 的 一 个 原 根 . 这 就 是 下 面 的 结果 . 
定理 9 设 p 为 一 个 奇 素数 ,s 之 2 为 任 一 给 定 自然 数 ,g 
为 模 p 的 一 个 原 根 ,那么 : 
(⑪ 者 
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g! = 1 (mod p? ， (17) 
则 g 必 为 模 产 的 一 个 不 根 ; 
(2) 若 
g ど 1 = 1(mod p?) , (22) 
则 g+ p VHIR р" Н) ЈЕ. | 
由 是 特別 推 出 , が (p>3,s > 2) 必 有 原 根 存在 . 
证 ”我们 首先 用 归纳 法 来 证 明 , 当 (17) 成 立时 ,对 任何 
x 之 2, 都 有 


grr n, = 1 (mod p° .). (23) 


由 (17 知 ,这 对 = 7 是 成 立 的 . 現 在 役 (23) 对 模 严 已 经 成 立 ， 
由 欧 拉 - 费 尔 马 定 理 有 、 
| ge Ttmodp 0 ， (24) 
故 可 设 
9 ヴェ 1+ kp 0%) 


再 由 归纳 假设 知 ， 必 有 p イ た . 在 (25) ЖИРЕНЕ p 次 方 ， 我 们 
得 到 


ge =g i O = (1 +kp™ Dr 
=]+kpt kp? +A; р" 


=1+Кр+ 2-0 1) 


k- perI+4 p, (26) 


其 中 0. ко 显 然 为 整数 ,而 且 
A=(°) k3+ ... + (P) k” . резе!) 
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也 显然 为 整数 .由 wx > 2 有 | 
3(ж—1);>2ж—1> +1, 
故 由 (26) 得 到 


g99 1+kp’ (mod どけ) . (27) 
HI p+ k, BAR р BAZIRA. 从 而 对 任何 x 之 2 , 
有 (23) 成立 . 
现在 设 (17) 成 立 ,要 证 g 就 是 产 的 一 个 原 根 .由 欧 拉 - 费 
尔 马 定理 已 有 
д°#” == 1 (mod p°), 
Eg Ер, оТ р НЛК L НАЕ 1 知 , 必 十 
llo(p) H. 1<1<Ф(р). 
由 于 
Ф(р)=р*#!(р—1). 
且 对 p> 3 有 (p,p- 1)=1, 故 必 有 
l=pl. 0. t<s-1, 1|(р-1). 
如果 0<1<5-2, БАЙТ 1 (がり , 由 次 数 定 駐 又 有 
а! = 1 (mod p'). (28) 
记 (р =l: т, 


gm i= (g)” =1 (mod p°) , 
而 这 与 (23 矛 盾 . 故 只 可 能 t= s 一 1, 即 
[= ph, hlp 1), 
由 假设 1 1<q(pP) 知 , 必 有 1 二 1<p-1， 于 是 有 n 之 2 
使 
ln=p—1. 
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由 (28) 3 T 


а” Hl = 1 (mod p), (29) 
申す -> 
gr = (9? 2 == g” ` = ... = g” = g (mod р) 5 
由 (29) 就 得 到 应 有 
gi = 1 (mod p). 


{1< Д<р-—1,Х4 与 为 机 p 之 原 根 的 優 役 矛 盾 . 这 个 矛盾 
说 明 “g 不 是 p’* 原 根 ” 这 一 假设 是 不 对 的 . 
现在 设 (22) 成 立 ,要 证 g+p 为 模 p: 的 原 根 ,为 此 ,我 们 
只 要 证 出 g+ p 也 是 模 p 的 原 根 , 且 对 此 原 根 有 (17) 式 成 立 就 
行 了 .由 
| g+ p = g (mod p) | 
K ç 为 mod p 之 原 根 知 ,g+p 也 为 modp 之 原 根 .我 们 又 有 
( 按 二 项 式 定理 展开 ,将 展 式 中 含 popo op WRAAE 
块 ) | 
(gr p” =” li (р- 1) 9° p+ Вр? 
= g” '— pg” + p?(g” 2+ В) 
= g" !—pg"” 2 (mod р?) 
= 1- pg”? (mod р?) 
25 1 (mod p» 
(因为 p+ 9 ,这 正 是 所 要 证 明 的 . 
这 社 我 们 就 证 明了 当 模 为 奇 素数 寡 的 情形 , 原 根 也 一 定 
至 于 模 疡 的 原 根 个 数 ,有 与 素数 模 时 类 似 的 结果 , 即 有 
定理 10 者 p 为 奇 素数 ,s 之 2 为 自然 数 , 则 が 必 愉 有 
の ( ゅ (ば)) =ф(р!(р— 1) AER. 
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这 个 定理 还 可 推广 到 任何 有 原 根 存在 的 模 的 情形 ,我 们 
将 在 以 后 令 述 这 个 推广 的 结果 ,并 给 出 其 证 明 . 


$3. 原 根 (3825 2 pt, p> 3 的 情形 ) 


先 讨论 2* 的 情 形 . 
=1 时 显然 悟 有 一 个 原 根 , 即 g == 1 (mod 2) . 
s=2 时 显然 也 恰 有 一 个 原 根 , 即 g = 3 (mod 4) . 
s > 3 时 ,有 下 面 的 结论 成 立 . 
定理 11 设 s 之 3，2 +a, 则 
2” = 1 (mod 2°. (30) 
证 ”我 们 用 对 s 的 归纳 法 来 证 明 . 
Ée a= 2b+1, 出 
=(2p+ 1)?=4b(b+ 1) +1, 
出 于 b 与 b+1 ой 个 是 偶数 ,从 而 8 |4b(b+ D ,因此 
а2. 1 (mod 23) | 
对 任何 奇数 a RZ, 这 证 明了 s= 3 时 定理 成 立 . 
现在 设 对 s= и 结论 已 成 立 , 于 是 由 (30) 有 


a =1+m: 2 。 (31) 
两 边 平 方 即 得 


эн l 


=(1+ m -2u)=]-+ m -2"ti+ m2 226 (32) 
由 и>31{2и > и+ 3, (32 就 有 | 


a 


эн” 


а?" == | (mod2"1)., 
X RUA PE sS5ut Т Ы o, o EGY zt ie ЯУ T aj ЖЕ Ж 


s> 3 ERA. 
由 上 述 定 理 我 们 还 可 以 推出 ,对 s 之 3, 模 2; 没 有 原 根 . 
存在 ,因为 车 a 为 2: 之 原 根 ,首先 必须 (a,2°)= 1, 即 ?+a ,但 
对 这 种 , 有 (30) 式 成 立 ,这 里 
2” 2<2” = Q2(2:) ， 
从 而 a 天 于 3 的 次 数 至 多 为 2 ,因而 必 不 能 为 2 的 原 根 . 
由 此 定理 也 不 难 推出 ,对 形 如 n=2;pt,s 之 3,k 之 1 的 
模 п 也 必 无 原 根 存 在 .这 是 因为 ,对 任何 奇数 a (a, p= 1 有 
С д°' ==] (mod p”), 
し gz) == 1 (mod 2°), 
于 是 同时 有 
Í a eO) == 1 (mod の) , 
баг ee の =1(mod25 
成 立 , 注 意 到 (2° pi) =1, WA 
a” vo = 1 (mod 2°р®), (33) 
而 | 
ф(2°рк) = ф(2°) ф(р:) = 2°! ф(р) > 2° plp"), 
故 (33) 式 表明 , 任 一 个 奇数 a 都 不 可 能 是 2;p* 的 原 根 . 
完全 类 似 地 可 以 证 明 : 当 p>3,s= 2, 上 之 1 时 , 模 2:pt 
也 没有 原 根 .这 个 结论 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
R FETE n=2 p, s >1 的 情形 .这 种 情形 , 原 根 是 存在 
的 , 南 且 我 们 还 可 以 从 的 原 根来 造 出 2p’ 的 原 根来 .我 们 把 
这 一 想法 总 结 成 如 下 的 定理 . 
定理 12 iZ p>3 为 素数 ,s 之 1,g 为 模 产 的 一 个 原 根 ， 
ЯА, 
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(1 当 2 Fg 时 ,g 也 必 2р 的 原 根 ， 

(224 2108,0 р 2р ЈА. 

证 219,02 (Рр). Шо g+ p'( mod р) 及 
g р) Н+ pA p ZRA. РА ЕИО 成立 
WITT. 

Н 2 tg Hg Ap ТБ. TE 


9°" 1 (mod р), (34) 
П, 1 < I< Pip), ll o (p) ,都 有 
g! 51 (mod р). (35) 


我 们 用 反 证 法 , 若 g Dep RIR ME. 1 < l, < ФО р) 
=P), 131 g(2 p) = @( p? ,使 
g = 1 (mod 2 p°), 
rÆ I=L 1<] „<Ф(р*) ,1 | 9( р»), 
д!0 == 1 (тоа p°), 
这 与 g Y еж. 


$4. 原 根 ( 其 它 情 形 的 讨论 ) 


对 一 般 复合 模 的 情形 ,我 们 有 下 面 的 结果 ， 
定理 13 n= pp .3<р<р<.-.<р,1 22, 
S, — 1... > 1.Ш п VERE. 
证 ”由 欧 拉 一 费 尔 马 定理 ,对 任何 (qa,n)= 1 的 整数 a ,同时 
有 


a” "= 1 (подр), 
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a` р, == | (mod p.) 


В.т 2 (р^). -.-, фри) 的 最 小 公 倍 数 , 则 同时 有 


п == 3 | s 
а"= 1 (mod p), 


а" == | (mod při) | 


а" == 1 (modn= při- pë). (36) 
HT p 23, p>3, E2] eph ,-:-.21 (ре) .从 而 
| m < + plp) ` @(p/2)... Q (p`) = テ oln), 
于 是 ,存在 自然 数 m ,1 之 m < обн). 8 | 


а" = | (mod n) | 

对 任何 与 n 互 素 的 整数 a 成立 ,从 而 a DORREA n 之 原 根 . 

综合 $1 一 34 所 述 ,我 们 就 证 明了 ,自然 数 n 有 原 根 , 当 
且 仅 当 n 有 下 列 形状 之 一 : 

n=2.4, が.2 が (p 3,5221). 

关于 原 根 的 个 数 ,我们 有 以 下 一 般 性 的 结果 

定理 14 fin AER MEDRA o (o (n) ) 人 不同 余 
的 原 根 {mod н), XE g 为 其 一 个 原 根 , 则 下 列 数 纠 

I (37) 

AURA n й ИЕ, A n > 3 PERKA r kr 
ит ТТУ ЛЕЯ] 
RO M E 1,2... (ну pò "Ж и о (о (п) ) PRA 


"1657 


a = 1. œ, aqs (38) 
那么 以 下 g 个 数 愉 为 nn 的 全 部 原 根 : | 
9%, 9,004, | (39) 
ШЕ 先 证 (37 恰 组 成 n 的 简化 剩余 系 .(37) 中 每 个 数 显 
然 都 与 nn 互 素 ,其 个 数 怡 为 9(w , 故 只 需 证 出 它们 两 两 不 
同 余 (mod п) 即 可 .用 反 证 法 , 设 有 i,j, 0 <i<;<go0- 1, 
使 | | | 
g'== g! (mod n) , 
则 : 
| g? =] (modn) , 
但 1 く ј-1< 9(n) 一 1, 这 与 g H п Z ЈА. 
H F nl6 Н ゅ ( ヵ ) 2 个 二 次 剩余 及 二 次 非 剩 余 (n> 
3) , 面 (37) 中 偶 次 的 数 显然 为 二 次 剩余 ,其 个 数 恰 为 9(n) /2 
个 , 故 偶 次 的 那 p(n) /2 个 数 恰 为 之 全 部 二 次 剩余 ,于 是 
RTÉ w(g) /2 个 奇 次 寡 数 恰 为 冉 之 全 部 二 次 非得 余 . 
现 来 证 明 (39) 恰 为 n 之 全 部 不 同 余 (mod п) 的 原 根 集合 . 
先 证 (39) 中 每 个 数 皆 为 n 之 原 根 , 任 到 一 个 gi(1 < i < 9 (9 
(nD KEE. 
显然 只 需 证 ,对 任何 1 .1< I< (m) .ll o (n) ,都 有 


9“! == 1 (mod n) (40) 
就 行 T. 如 在 不 然 , 就 有 一 个 [о> 1 < h< p(n) slo | pln ,使 
910 == | (тойн), (41) 


但 g 关 于 n KXON oln) ( 因 g 为 n 之 原 根 ) , 故 由 (41) 式 及 定 
理 1 就 有 | ーー 
の (14./。 ， 
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由 (a npm) = 1 8ДАН oin) 和 ,这 与 三 的 定义 子 慎 .这 证 明了 
(39) 中 每 个 数 各 YH n ЛА. 
剩 下 还 要 证 明 中 的 任 一 原 根 必 有 ( 39) 的 形状 ( mod n). 
设 g 为 n 的 另外 一 个 与 g 不同 余 (mod п) ВУЛ, Ш] 
l. gh gr. gr 
AHR n 的 一 个 简化 剩余 系 , 于 是 g, 必 与 (37 中 某 不 数 同 
余 (mod n) ELVE b,1<b < oin – 118 
g, == д? (mod n), (42) 
我 们 来 证 (b,p (Mm) 三 1 就 好 了 .用 反 证 法 .者 不 然 , 就 有 
(b.,p(n)) =r>1, p=rb,, p(n)=rc, (b,c)=1. 寺 是 
ge =g" д9 == | (mod п). (43) 


HT r> に 故 cletn) H 1 で < の (п), (43) 5 g, жп 
ZW). 从 而 必 有 (b， Q (n)) = 1. 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 


SS. ін 数 
ЖУЗ 设 n 为 一 日 然 数 , 它 有 一 个 原 根 g, 由 定理 14,(37 
组 成 n 的 一 个 简化 剩余 系 ,于 是 对 任 一 个 整数 a,(a,n)==1, 恰 


有 唯一 的 非 负 整 数 拓 ,0 三 kk << o(n)— 1 ,使 

a g" (тойи), 

ATA k WERA а 关于 底 g 的 指数 (mod п), 简 记 为 
k= ind,a, 
在 不 发 牛 混 请 时 ， бс k= inda. 
例 9 取 ヵ =9, 由 ф(9) = 
27 ас ] з= 1 (mod 9) 

知 ,2 必 为 9 的 一 个 原 根 .我 们 有 
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= 1, 2'== 2, = 4. >= 8, ŽS 7, 2°= 5, 
„ХГЛ у = 2 (тоа 9) 有 
ind1=0, ind2=1, ind4=2, ind5= 5,ind7=4, ind8 三 3. 
关于 指数 ,有 与 对 数 类 似 的 性 质 成 立 . 
定理 IS ig 为 modn 的 一 个 原 根 ,(a,m =(b,n) =1, 
W: (1)ind 0 indg= 1, 
(2) 若 ヵ 3, Wind 1) = o(n) ⁄2 , 
(3)ind (а 月 =ind a+ ind b (mod o (n)) ， 
特别 地 ,对 m > 1 4 
| ind a” == m inda (mod ọ(n)), 
(4) E 0 mod n lJ y М, WA 
ind,a= ind, a с ind,g, (mod (n) . 


证 ”我们 只 证 (2),(3) 及 (4) . 
(2) 由 于 n 有 原 根 , 放 n 之 3 时 只 可 能 为 以 下 形状 之 一 : 
п= 4, p>3, が (カー 3,522 2), 2р(р2>3, 521). 
1 三 4 时 ,只 有 一 个 原 根 g =3 (тоа 4). Ф(4 /2=1. 
И АГЫ КЛ — 1 = 7(mod ④, 即 ind C D= ф(п) /2. 
n= p >3 HF, КК 费 尔 马 定理 有 
yg” = 1 (тоёр), 
此 即 


(ーー D (425. +) == 0 (mod p) , 
由 g 为 原 根 有 


| g >= 1 (mod p) , 
TELA 


gT = — | (mod p) . 
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故 当 r= 六 时 结论 也 成 . 
Я n= p, p>, s> 2. PARR HREH 
g=] (mod が) , 
由 于 e( p) = pt p-D i42 фі pò ,从 而 有 . 


pip) @( p°) 


(gx iya +D =0 (mod р). — (44) 
H g р Z АЛ 


| д2 = і (mod р°). 
WRAL, 1<1< 5-1 使 
= mod の), ў 
ú бош 
由 (4 用 式 又 有 077 =- 1 (mod p°), 
由 于 1221, s-1>1, 由 上 二 式 就 推 出 


1 ==— 1 (modp) ， 


而 这 不 可 能 ,因此 只 可 能 Z = — (mod p), 这 证 明了 当 
n= が (p>3,s 之 2) 时 结论 也 成 立 . 

现 设 n=2 ps g 为 n 之 原 根 ,注意 到 必 有 有 24g, 又 由 elp) 
=P RZA, g 也 必 久之 原 根 . 由 上 面 対 が (p デ 3,5 
>1) 的 结论 的 证 明知 道 有 


ф (2 д?) Фр) 


gi =g 2 = — | (mod が ) , 


g` > =- 1 (mod 2). 
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P p`) 


介 之 得 gy 三 ~1(mod 2p), RREH TX n=2 的 情 
形 也 有 ind (1)= w(2 p) 22 成立 . 

(з) а, b Ж ab 关于 g 的 指数 分 别 为 inda,indb Ж 
ind (а b) ,我 们 就 有 


a= ді": (modn), (46) 
= g"9% (mod n), (47) 
a b= 99 の (mod n). (48) 

H(46):j (47) 式 有 
a b == gindatinab (mod п). (49) 

由 (48) 及 (49) 式 有 
gindat ind h-ind (4b} = 1 (mod п) . (50) 


由 于 g 为 n 之 原 根 , 即 g 关 于 n 的 次 数 为 p(n) ， HORRE 
理 1 ИЗ | 

ind a+ іва b— ind (а Бр) =0 (тоа ф(п)), 
这 证 明了 (3). 


(4) 我 们 有 
а = g'nda d (mod п), (51) 
а = "91° (mod п), (52) 
g, 二 findy4 (тойн). (53) 
53 代 人 (32) 式 得 | 
а= gn ng (тойи). (54) 
HGD (54 得 到 


me = g “dga nn) (mod п), 
HANI | ーー 

gi” ge- Чаа nag) ==] (mod n). 
再 由 g 为 原 根 立即 排出 欲 证 之 结论 成 立 . 
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Ж ЛФ ЧЕКА. 
在 本 章 末尾 ， 我 们 列 出 了 所 有 小 于 50 的 素数 p, 它们 的 
最 小 原 根 g 以 及 每 个 a(pta) 关于 g 的 指数 .为 了 说 明 指 数 
的 应 用 ,我 们 给 出 以 下 的 例子 . 
例 10 ( 解 一 次 同 余 式 ) 设 n 为 自然 数 , 它 有 一 个 原 根 ,(a， 
п) = (Б.и) = 1, 求解 辣 余 式 
ах== b (тойт). (55) 
解 显然 对 (53) Йй x ШО (x.n)= 1, ШЖ d> 1. 
d=(x,n) ) 誰 面 必 也 有 d|b, Р (b,n >d> 1, 矛盾 . hk H = 
理 15 的 (3) 就 有 
ind,at ind,x = ind,b (mod o(n). (56) 
在 g 给 定 后 ,可 查 指数 表 得 到 ind a 及 ind,b 之 值 ,代入 (56) 
后 , 即 求 出 ind,x 之 值 (注意 应 取 0 S ind, x < p(n 一 D. 
由 此 再 查 指数 表 即 可 求 出 解 x 来 了 .这 个 方法 对 解 形 如 
х^ = а (mod n) 
的 同 余 方程 也 能 应 用 ,当然 其 中 的 中 也 必须 有 原 根 县 (@@ ,用 =1 
例 11 求 解 同 余 式 
9x = 13 (mod 43) . 
# 査 本 章 末尾 的 表 知 、 可 取 43 的 一 个 原 根 为 
g 3 (mod 43) , 
义 查 表 得 
nd,9=2, ind,13= 32, 
疏解 得 
ind, x = ind,13— ind ,9= 30 (mod の (43)) , 
于 是 有 
ind, x =30, 
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骨 查 表 得 
x == 11 (mod 43). 
例 12 求解 高 次 同 余 方 程 
х* = 11 (mod 19). 
解 ” 仍 由 定理 15 的 (3) ,可 将 上 式 化 为 关于 指数 的 等 价 
同 余 方程 | 
6ind x= ind 11 (mod Ф(19)), 
查 表 知 可 取 g = 2(mod 19) ,从 而 由 表 中 查 得 
ind 11=12， 
代入 上 同 余 方 程 得 ー | 
6ind,x = 12 (тоа 18), 
消去 公 因 子 6, 即 得 | Е 
ind,x = 2 (mod 3), 
于 是 有 六 个 解 
ind,x=2,5,8,11,14,17, 
再 查 指数 表 得 相应 的 六 解 为 
x = 4,13,9,15,6,10 (mod 19). 
例 13 (指数 式 同 余 方 程 ) 求解 
25* = 17 (mod 47). 
解 : 查 表 知 ,可 取 47 的 一 个 原 根 为 g = 5 (mod 47), + 
是 有 ind 25=2, 1па17=16. 
代入 原 方 程 得 | 
52x== 51 (mod 47), 
即 
52x716 = 1 (mod 47) , 
由 于 5 为 原 根 , 即 5 关于 47 的 次 数 恰 为 (47) = 46, 由 定理 1 
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“£ 
2x— 16 = 0 (mod 46). 
消去 公 因 子 2 即 得 
x = 8 (mod 23) , 
于 是 所 求解 有 两 个 (mod 46) , 即 
| x= 8, 8+ 23= 31 (той 46). 
注 ” 请 读者 自行 验证 x 三 8,31 (mod 46) 确 为 原 给 辐 


$6， 原 根 及 指数 的 其 它 应 用 


在 抽 著 《初等 数论 》 第 卫 册 第 六 章 ,我 们 讨论 了 循环 小 数 
的 某 些 性 质 ,我 们 先 来 回忆 一 下 几 个 简单 定义 .下 面 考虑 十 进 
制 小 数 为 例 . 

定义 4 #8 а,(=1,2,3,.-) 为 一 个 不 大 于 9 的 非 负 整数 ， 
WREN O. aaa; 中 任 到 -一 个 aj, 都 一 定 存在 一 个 自然 
数 k>j, 使 a, 之 1, 我 们 就 称 所 给 的 小 数 0.41q,a3… 为 一 个 
无 限 小 数 . 

对 任何 л 都 可 分 成 整数 部 分 加 上 一 个 真 分 数 ( 这 
真 分 数 当然 也 是 赋 约 的 )， ТИИ 研究 真 分 数 化成 小数 
的 问题 即 可 . ЕНУШЕ. 条 件 才能 化 成 有 限 小 
数 ,这 由 下 面 的 结果 给 ! 

引 理 3 ika УГТ a<b, (a ,b) = 1. Шр ж 


数 pl か p410. 则 也 ИЕ АТК b=2"5", 
x>0, B> 0 ‚| っ 必 能 化 为 有 限 小 数 ， 
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证 详 见 拙 著 《 初等 数论 》L ,只 4 一 25. 

定义 5 设 0.aiayay……: 为 一 个 无 限 小 数 , 如果 存在 两 个 
整数 5 之 0,t 之 1 ,使 对 任何 i= 1 ,2,…,t 以 及 任何 k= 
0,1,2, ,# 


й;+ © а, рі 
成 立 ， 就 称 它 是 一 个 循环 小 数 ,并 将 它 简 化 记 为 
0.а,---а,а, Ayt- 

设 % 是 满足 条 件 的 s 中 的 最 小 者 ,to 是 满足 条 件 的 1 中 最 小 
者 ,那么 , 当 su=0 时, 称 为 一 个 纯 循环 小 数 ,so > 1 时 则 称 为 
一 个 混 循 环 小 数 ,to 则 称 为 循环 节 6,,,… i,,, 的 长 度 . 

关于 一 个 既 约 真 分 数 何 时 可 表 为 何 种 循环 小 数 .我 们 有 
以 下 的 结果 . 

引 理 4 #1< g< ち ,(2, が =1. 且 有 

b=2'5"h, , 2>0, @>0, (b,,10)= 1, Ь,>1, 

又 设 10 ЖТЖ Б, UOS h, 那么 

(1) 4 z = B= 0 В, гч 可 化 为 一 个 纯 循环 小 数 , 且 循环 
POKERA RB  ， | 

| p の 9 な | 

(2):4 a= тах (2, В) >1 时 ， + 可 化 为 一 个 混 循 环 小 

Ж, 其 中 不 循环 的 数字 恰 有 个 而 搬 环 季 的 长 度 恰 为， 即 


4-0 
Ь йү A naay аар 


证 详 见 上 述 同 一 书 , p26 —33. 
下 面 我 们 要 进一步 研究 一 个 特别 有 趣 的 例子 . 
例 14 试 将 > 2 = ‚®,-7, 5 化成 小数 . 
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AR 省 上 面 的 两 个 引 理 我 们 知道 ,这 六 个 真 分 数 都 可 化 
Эд ОЛДУ. 由 于 

102==2,10%*= 20 =-1, 10: 三 1 (mod7), (7) 
故 知 10 关于 了 7 的 次 数 为 6, 因 此 这 些 分 数 化 成 的 纯 循 环 小 数 
中 都 局 有 6 位 数字 组 成 的 循环 节 . 计 算 给 出 


+ = 0.142857, = = 0.585714, 
3 0.428571, 4 0.571428, 
7 7 

了 = 0.714285, 了 =0.837142 . 


这 组 小 数 的 循环 节 出 现 了 一 个 很 有 趣 的 现象, 即 每 个 小 数 的 
循环 节 都 由 同样 的 六 个 数字 1,4,2,8,5,7 组 成 .如果 按照 直 


2 - 
L `. 的 循环 节 中 
| | | 1 一 4 一 2 一 8 一 和 一 7 
1. ~、 ン 5 ` 的 顺序 ,添上 从 7 到 1 这 一 箭头 ， 
7 | ААН 1А А (ТА 8] 1) .对 


图 1 2 3 4 э 6 的 

ポラ フリ フリ 7 7 7 PPN 
节 中 数字 排列 次 序 ,我 们 发 现 它们 都 有 与 图 1 一 样 的 排列 次 
序 ,只 不 过 它们 各 从 这 六 个 数字 中 不 同 的 数字 开始 罢了 , 例 


如 2 是 从 数字 2 开始 , Š 是 从 数字 4 开始 ,… 等 等 
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我 们 的 问题 是 :对 于 什么 样 的 自然 数 b> 1, t ,地 
| 21 的 小 数 有 与 上 例 类 似 的 性 质 呢 ? 


定义 6 设 给 出 由 六 个 不 同 自然 数 (也 可 以 是 т 个 不 同 
-的 整 狂 组 成 的 两 个 排列 


a, ば っ ...... d m 
b byo b, 
将 它们 分 别 按照 
aq, ^а)” e > a,” a, 
Ьу b, зе > b,” b, 


做 成 两 个 圆圈 ,如 果 得 到 的 圆圈 中 诸 数 字 间 有 完全 一 样 的 顺 
序 , 则 称 此 二 排列 仅 相 差 一 个 循环 排列 . 
例 15 在 例 14 中 出 现 的 由 1,4,2,8,6,7 六 个 数字 组 成 
的 六 个 排列 
142867 , 714286 , 671428 , 
867142 , 286714 , 428671, 
仅 相差 一 个 循环 排列 . | 
关于 上 面 提出 的 问题 ,有 下 面 的 结果 . 
定理 16 ”如 果 记 为 一 个 素数 且 10 为 5 的 一 个 原 根 ,那么 
1 2 b— 1 
ОТАТ (58) 
的 循环 节 都 由 5 一 1 个 数字 组 成 , 且 它 们 仅 相 差 一 个 循环 排列 . 
证 对 每 个 1<j<b~-1, 显 然 有 (j,b)=1. 由 引 理 4 知 ， 
(58) 中 每 个 分 数 化 为 小 数 时 必 都 是 纯 循 环 小 数 , 旦 循环 节 长 
度 都 为 b 一 1. 记 


== 0.йа йу 5 ( 59) 
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如果 !x! 表 示 x 的 小数 部 分 , 由 (39) 容易 看 出 , 対 任 何 整数 


m > 0, #9 
10” -1 10+?! | | 
Ь Ь ' 


于 是 对 整数 m > 0, KE 
140° m=0.1.2..9 (60) 


中 恰 只 有 至 多 5b 一 1 个 互 不 相同 的 数 ,再 由 10 为 b 之 原 根 知 ， 

10°= 1, 10, 102, ---, 102. ` 
ik Б— 1 个 数 关于 模 户 两 两 互 不 同 余 ,于 是 在 数 集 (60) 中 人 恰好 
有 ち - 1 个 互 不 相同 的 数 , 即 


1 до 1. J 102 
| b | > | b J 3 1 b | е | (61) 
一 方面 ,我 们 知道 
1, 10, б, 10° 2 


恰好 跑 过 bb НАИМЕ 1,2, -.,6- 1, F A(61 恰好 是 下 
列 数组 的 -- 个 排列 
1 2 3-1. 
bp .bp ? b 
另 一 方面 ,由 (61) 及 (59 容易 看 出 ,61 中 每 个 数 都 是 一 个 纯 
循环 小 数 ,省 以 b 一 1 为 其 循环 节 长 度 , 且 都 与 + 的 循环 他 


中 辐 样 的 b 一 1 个 数字 由 相差 一 个 循环 排列 而 组 成 .这 正 是 所 
要 证 明 的 . 
更 一 般 地 ,我 们 有 下 面 的 结果 . 
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定理 17 ИРНК, р 3,( ヵ ,10) = 1, 又 设 10 头 于 也 
的 次 数 为 fo ,再 记 以 下 to 个 数 
10°=1, 10',...,‚10'о! 
关于 模 疡 的 最 小 正 剩 余 分 别 为 
к=], 六 
那么 ,以 下 1 个 分 数 


Р, Р» Fio 


b b’? ` b 
表 成 小 数 时 ,不 但 循环 节 长 度 都 为 to, 且 它们 的 循环 节 都 由 同 
样 的 zu 个 数字 组 成 ,只 不 过 相互 相差 一 个 循环 排列 . 
这 个 定理 可 以 按照 圭一 定理 的 证 法 去 做 ,这 里 不 再 袭 述 ， 
我 们 把 它 留 给 读者 作为 一 个 练习 . 
推论 1 Rb 3 为 自然 数 ,(b,10)=1, 且 10 关 于 4b 的 次 
数 为 ,那么 在 


ちち "ちり b 
bn kaa ro 个 分 数 ,它们 的 循环 节 由 同样 的 to 个 数 
经 循环 排列 而 构成 . | 
例 16 .b=21, 计 算 给 出 t=6, 注意 到 
10°=1, 10, 102, 102, 104, 105 
这 六 个 数字 关于 21 的 最 小 正 剩 余 分 别 为 
1,10, 16, 13, 4, 19, 
FÆLT 6 个 分 数 
1 10 16 13 4 19 


21 A A C 21 ”21 A 
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展 成 小 数 时 ,其 循环 节 中 六 个 数字 组 成 的 集合 为 同一 集合 ， 
且 相 互 仅 相差 一 个 循环 排列 .实际 计算 给 出 


1, . 10 n: . 
>” 0.047619 、 5] 0.476190 , 
16 n . 13 ーッ . 
51 „161904, う 1 0.619047 , 
4 Dni . 19 КРЕ . 
21 0.190476 , 21 0.904701 . 
小 于 50 的 奇 素数 户 最 小 原 根 及 指数 表 
( 表 一 ) 
(D p= 3,g= 2 (2) p=5,g= 2 
a |112 a 1 2 3 4 
indi 0 | 1 ind 0 1 3 2 
(3) p=7, g=3 
a 1 2 3 4 5 6 
ind 0 2 1 4 5 3 
(4) p=11, g=2 


2 3 4 5 6 7 8 9 10 
id0 1 8 2 4 9 7 3 6 5 


(5) p=13, g= 2 
a 2131415 [6/7 IB 10111| 12 
ind 4121915II318110| 7| 6 
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(© p=17, g=3 
a 1 23 45 6 7 8 9 101112131415 16 
ind014 1 12 5151110 2 3 713 4 9 6 8 


> р= ーー g= 2 
ind N › М y 3 


10 11 12 13 14 15 16 17 18 

ind 17 12 15 5 7 11 4 10 9 
(8 p= 23, g=5 

2 3 4 5 6 7 

2 16 4 1 18 


10 
3 


а 12 13 14 15 16 17 18 19 20 2] 22 
ling 20 14 21 17 8 7 12 15 5 13 11 


8 9 
19 6 10 


а I 
ind 0 


(9 p= 29, g=2 


1123456789 10 i 13 14 
ind0 1 5 222 612 310 23 25 7 rs 13 


а 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 
ind 27 42111 9 24 17 26 20 8 16 19 15 14 
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s 00р=31, g=3 
a 1 2 3 4 56 7 8910111213 14 15 
Jind 0 24 1 18 20 25 28 12 2 14 23 19 11 22 21 
а 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 | 
ind 6 726 4 8 29 17 271310 5 316 9 15 


(10) р= 37, д=2 


a 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11 1 
ind0 126 2232732 316 24 30 28 


a 1314151617 18 19 20 21 22 23 24 
ind 11 33 13 4 7 17 35 25 22 31 15 29 


а 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 30 
ind 1012 6 3421 14 9 5 20 8 19 18 


(12) p=41.g=6 


a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 
ind 0 26 15 12 22 1 39 38 30 8 3 27 31 25 


а 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
ind 37 24 33 16 9 34 14 29 36 13 4 17 5 


а. 58 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 
ind 11 _7 23 28 10 18 19 21 2 32 35 6 20 


(13) р=43, g= 3 


a l2 3 4 5 6 789 10 If 12 [3 14 
jind 0 27 1 12 25 28 35 39 2 10 30 13 32 20 


а 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 
ind 26 24 38 29 19 37 36 15 16 40 8 17 3 5 
а 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 
ind 41 11 34 9 31 23 18 14 7 4 33 22 6 21 


(14) p= 47,9= 5 


al 2 3 4 5 6 7 8 9 1 1 
ind O 18 20 36 1 38 32 8 40 19 7 


a 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
ind 10 11 4 21 26 16 12 45 37 6.25 5 28 

© | a 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 
ind 2 29 14 22 35 39 3 44 27 34 33 


а 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 
ind 30 42 17 31 915 24 13 43 41 23 


J # 


1. 设 I> 3, WER 5 对 于 模 24 的 次 数 为 2 2, 
2. 设 J>3, 证 明 : 对 任 一 奇数 ea, 必 有 一 个 整数 
b (0<6<272) 08 | 


り 


3. 设 p 为 奇 素数 ,a> 1 为 整数 ,证 明 : 
(d a= 工 的 奇 素 因 子 是 gq- 1 的 因子 , 或 者 是 形 如 2рх+ 1 
的 整数 ,其 中 x 是 整数 . 
( ar+ 1 的 奇 素 因 子 是 at+1 的 因子 ， 或 者 是 形 如 
2рх+ 1 的 整数 ,其 中 x 是 整数 . | 
4. 解 下 列 同 余 式 
(0 8x= 7 (mod 43), 
(2 xš = 17 (mod 43), 
(3 8* = 4 (mod 43). 
| S. 证 明 :m 为 素数 之 充 要 条 件 为 ， 存在 一 个 整数 a 使 a 关 
РА т 的 次 数 为 m 一 1. 
б.а 为 奇 素数 p 的 一 个 原 根 ,证 明 : 当 p 硅 1(mod 省 时 
-g 也 为 p 的 一 个 原 根 ,而 当 p 寺 3(mod HET, — g 的 次 数 为 
(р— 1) /2.. 
7. 证 明 : 若 p= 2"+ In カー 一 个 素数 , 则 3 必 为 p 的 一 
个 原 根 . 
Sq 为 一 个 奇 素数 ,p 一 4g+ 1 也 为 一 个 素数 ,证 明 :2 
必 为 p 的 一 个 原 根 . 
9.( 第 8 题 的 男 一 解法 ) 
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设 g 为 一 个 奇 素数 ,p= 49+ 1 也 为 一 个 素数 . 

(D ERER? == — 1(поа р) A ЛТ. E A RER 
是 p 的 平方 非 剩余 . 

(DEBRA FR ЯЕ УК, р 的 其 它 二 次 非 剩余 组 为 p 的 
原 根 . 

(DR p= 29 的 全部 原 根 . 

10.( 第 9 题 的 推广 ) 

設 g 为 一 个 奇 素 数 ,p=2?0+ 1 也 为 一 个 素数 ,证 明 :p 的 
每 个 满足 

а? >= f (mod p) 


的 平方 非 剩余 a A p 的 一 个 原 根 ， 

11. 设 mz 之 3 为 整数 ,m 有 一 -个 原 根 ,(a， п): =1, 正 明 : 

(д a 为 m 之 平方 剩余 的 充分 必要 条 件 是 

ao 2 = 1 (mod m). 
(b) 若 a 为 m 之 平方 剩余 , 则 同 余 式 
x= а (тойт) 

恰 有 两 个 解 ， | 

(О EE om /2 “тоат ЖАЫ т HERH 
整数 ,它们 为 т 的 全 部 平方 剩余 

12. 2. m> lam =1a ут 279484 余 . 证 明 : 同 余 
2 x° == атой m) 恰 有 两 解 的 充分 与 必要 条 件 为 :m 有 原 根 . 


13. 设 5 (р = у, XE р HARK, n> 2, EB 


5 ( = | (тоа р ,# n 0 (тойр- 1) ， 
Р — 1 (modp ,# n= 0 (modp- 1). 
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14. ШЕН: 模 p 的 原 根 之 和 同 余 于 gg(p- 1) (modD ,这 
里 AN) HE k gi Möbius) 函数 . 

15. 如果 p 为 一 个 大 于 3 的 素数 ,证 明 模 p 的 原 根 之 积 同 
余 于 1 (mod p). 


16. 设 p= 22 + 1 为 一 个 素数 ， 证 明 Pp 的 全 部 二 次 非 剩余 
恰 为 了 的 全 部 原 根 . 


17. 设 p= 2z + ] 为 一 个 素数 , 试 证 明 7 是 p 的 一 个 原 根 
的 条 件 . ` 

18. 设 了 为 一 个 奇 素数 . 设 (六 ,下 = 1, 

S(h)=t1h':l<n<p- 1,(0,р- D = 13. 

我 们 知道 , 当 疡 为 了 的 一 个 原 根 时 ,S( 有 中 olp- D 个 数 两 两 
不 同 余 mod р, ВУ рй В. 试 证 明 : 当 且 仅 当 p= 
3 (mod 当时 ,存在 一 个 整数 h, 它 不 是 p 的 原 根 ,但 由 它 作出 的 
S( か 中 ф(р— 1) 个 数 是 两 两 互 不 同 余 的 (mod В. 

19. 已 知 素 数 p= 71 以 7 为 一 个 原 根 , 试 求 71 的 所 有 原 
根 ,并 求 出 产 及 2 严 的 一 个 原 根来 . 

20.3K Hi x" = а (mod p, p+ta が くみ 対 模 p 有 ヵ 全 解 
的 充 要 条件 . 

21. 设 a+ b=p,p 为 奇 素数 ,证 明 


ind a— ind b = 2-1 (mod p— 1). 
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第 十 四 章 ” 表 正 整数 为 平方 和 
及 华 林 问 题 介绍 


SL 素数 表 为 平方 和 

在 这 一 节 里 ,我 们 要 研究 素数 可 以 家 成 n 个 正 整 数 的 平 
方 和 这 一 问题 .首先 我 们 证 明 下 面 的 简单 结论 . 
”定理 1 任何 一 个 形 如 4k 二 3 的 素数 都 不 能 表示 成 为 两 
个 整数 的 平方 和 . 

Ш: 设 x 为 一 个 整数 ,那么 , 当 x= 2k с 4k? 
= 0 (mod 4)， 而 当 x= 2k + 上 为 奇数 时 ， 我 们 有 x2= 
АКС К +1)+1=1 ( mod 4) ,因此 ,对 任 给 的 两 个 整数 x， 


У, 我 们 总 有 : 


1 (mod 4), # 2 |xy,21(x, у), 


0 (mod 4), # 21x, 21у, 
ery 
2 (mod 4), # 2+xy. 


这 表明 ,对 任何 整数 x,y 及 任何 素数 p 三 3(mod 4), 我 们 


都 有 
р5^х?+ y2( mod 4), 


HAE RREA X, уо ре ху ty Т. 
FERIE АН 4k+ 1 的 素数 总 可 以 表 为 两 个 整数 之 平 
方 和 . 为 此 , 先 给 出 以 下 几 个 引 理 ， I 
引 理 1 Жр == 1 ( mod 4), = (рт 1) ⁄ 2 
及 a=g! , Ша?==— (mod p}. 
ME 由 威尔逊 定理 有 ú 
(p-1) ! =-1 (mod p). (1) 
另 一 方面 ,我 们 有 
(р 1) 1152 (21) (Р) (p-2)(p= D) 


= ` 2. (2-1) (1002515) …(ー1)(2) 


・(-1) (ф=(—1)5— ・ би a (mod p), (2) 
其 中 用 到 p 三 下 (mod 4) 这 一 条 件 ,由 (1 与 (3 就 证 明了 
引 理 的 结 HE. 
引 理 2 设 p 为 一 个 来 数 ,m 为 整数 p 人 +m, 证 明 ， 必 存 
在 整数 x,y, 使 
mx= y ( mod p ) , (3) 
1<x< p 1< <р. (4) 
证 жн ийй 0.1, . [VF] 这 [5 ] 
+1 个 整数 时 mm u 所 形成 的 集合 . 由 于 t “u fi [V p ] 
+ 1 个 值 ， 因此 相应 就 得 到 mt +u 的 ([、 m ] + 由? 个 值 ， 
注意 到 | 
(Ip 1 +025 05) р, 


但 模 p 的 完全 剩余 系 引 论 只 有 吴 个 本 国 的 突 . 和 出 抽 和 原则 . 必 
Dp IEE r. и, Ab. u fË mttu mht fa p 
的 同一 个 剩余 类 中, 好 
mt, +u, о mt. +u. б mod р). (5) 
H Ft u, 与 b w WAAR iA hEn 41 
= h oo H= и» | 
成立 . | 
(1) =... M (5) И 
u =u, ( mod p). (6) 
Ж и 2и ,于 是 有 0 <u-u <[ p 1<р. РАС) 


仪 当 и = u, 时 才能 成 并 ,但 这 是 不 可 能 的 . 

(2) 车 w= u, , H (5) 式 就 有 

т (t,— t) =0 ( mod р). 

再 由 prm Ж 1, 6, = 0 (mod р), 由 与 上 面 辣 样 的 理由 ， 
我 们 推出 有 t= 4 ,但 这 是 不 可 能 的 . 

由 上 面 所 证 ， 我 们 知道 必 有 

Ét lui Ш. 

ЖЮ п>. Wh- бех, wuy, WA 


1 和 xs[Vp 1< Vp ,1<|y|<[Vr ]< /p ， 
且 
mx=y ( mod p), 
这 正 是 所 要 证 骨 的 . 
现在 我 们 可 以 来 证 明 这 一 节 的 主要 结果 了 . 
定理 2 #p= 1 (mod 4 ) 为 一 个 素数 , 则 它 必 可 表 为 
两 个 整数 的 平方 和 . 
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证 由 引 理 2 我 们 知道 , 必 有 整数 x, y. lgx<Vp , 
1<1у1< Vp ,使 灶 给 定 的 m рі m 有 
mx = у (mod p). 
特别 取 m =a ,这 里 a 的 定义 见 引 理 1, 我们 就 有 
pl(ax- у). 
于 是 也 有 
pl(ax— у) (ax+ y), 
此 即 
а?х?-—у?= 0 (mod p). 
定义 xx, y> |у. 上 式 表明 


а?хљ-уг= 0 (mod p), ` (7) 
H | 
I<x < /p '1< y < /p . (8) 
再 由 引 理 1 代入 (7) 式 ,我 们 得 到 
х+ у; == 0 (mod p), (9) 
即 有 た 使 
xit уд = рк ， 


但 由 (8) 式 知 2<х5+ уі <2р , 故 必定 К=1 , REEM 
要 证 明 的 . 


$2. 正 整 数 表 为 两 个 平方 和 


在 上 一 节 里 ,我 们 证 明了 每 个 形 如 4К+1 之 素数 必 可 
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以 表 成 二 个 自然 数 之 平方 和 . 在 这 一 节 里 ,我 们 要 讨论 什么 
样 的 正 整 数 (不 一 定 是 素数 ) 可 以 表示 成 为 两 个 整数 的 平方 
和 问题 . 

引 理 3 1х, ,Xx ,y, ,y, 为 任意 整数 , 则 有 
Cx? t y?) (х2+у2) = (хух,+ yy? t (хуу x,y)2. (10) 

证 ”两边 展 开 即 得 证 . 

(10) 式 告诉 我 们 ,如 果 m m, 为 二 正 整 数 ,它们 都 能 
表示 成 为 二 整数 之 平方 和 ,那么 т, om, 也 必 能 表示 成 为 二 
整数 之 平方 和 ， 设 n 是 任 一 个 给 定 的 正 整数 , 它 有 分 解 式 

n= т?п, , н\п) #0. (11) 
这 里 / 为 麦 比 乌 斯 活 数 , 它 定义 为 


| 1 г= 1 В, 
иб) = 94 OD ，r 为 1 个 不 同 素 数 的 乘积 ， (12) 
0 ，r 能 被 一 个 素数 的 平方 整除 . 


于 是 (11) 就 是 说 ，m 为 n 的 最 大 平方 因子 ,而 n, FRES 
有 任何 素数 的 平方 因子 了 ， HT m: = m°:+ o2 显然 为 二 整数 
т o 的 平方 和 ,由 引 理 3 知 ,只 要 ヵ 能 表 成 二 整 数 之 平方 和 , 
那么 也 就 必 可 表 为 二 整数 之 平方 和 了 . H n 无 平方 因子 
知 , 必 有 分 解 式 | 
AF Peep,» 521, р <: <р,. (13) 
如 果 每 个 p (1 <i<s ) 都 是 形 如 4k 十 1 之 素数 ,或 其 中 最 小 
的 pj 二 2=1*:+ 1? ,那么 由 上 节 之 定理 2 知 ,每 个 p, (1<i< - 
5) 都 可 表 为 二 正 整 数 之 平方 和 ,对 这 些 平方 和 反复 应 用 引 理 
3, 容 易 看 出 n 必 为 二 整数 之 平方 和 . 

反 过 来 我 们 自然 要 问 :n 如 能 表 为 二 整数 之 平方 和 ,nn 的 
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PRAD PEPR FETA EREE W Akte% 
AAIE 答案 是 至 定 的 .下 再 我 们 米 证 ,如 果 (13) 的 分 
uns {Т TERIN FIE 4k +3, Пол 仍 能 表 成 二 整数 
Z Y: Лу HI. ак PREH АЛТ Ж. 

Шт ра 4К+ 3, рп. ГАТТ. 
2 本, 、 使 が ЖД лр Їп Н р! п). Liig х. 
yt 

カー ザキ 1 (14) 
S xa) =d {х= dx, у= Чу, х,у) =, ГА 
I =п=4:( NPL yc). 

ШР BEBA pal atar. ШЇП K р, рх. 否则 必 
Hdí p Гу, ,这 与 (人 = ТТ. Чу 


ХУ == 0 (mod p). po Kx Y- (15) 
中 рх NI, Z f 6. fi: х pa + x. fE 
хох 1 (mod p). (16) 


于 是 由 (15) , (16) 3841 
0 == (ху) = (хх) + (х,у)? 
= 1+ (x,y) (mod р). 


这 表明 — 1 应 为 po 之 站 方 剩余 ,而 这 j po = 3 (тоа 4) £ 
йт. 综 上 所 述 ， 我 们 就 证 明 F 下 而 的 结论 . 
定理 3 блп= т?п aln) #0 、 那 名 、 正 整数 ヵ 可 以 表 
为 二 整数 的 平方 和 之 充分 必要 条 件 足 :只 要 素数 pin, ,就 必 
# р== 1 (mod 4). 
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$3. 拉 格 朗 日 的 四 平方 定理 


通过 上 面 两 节 的 讨论 ,我 们 看 到 ,并 非 每 个 正 整 数 都 可 
表 为 两 个 平方 数 之 和 . 例如 , 形 如 4k+3 的 素数 就 不 可 能 表 
成 两 个 整数 之 平方 和 . 那么 人 们 自然 会 问 : 每 个 正 整数 是 否 
可 以 表 为 三 个 整数 的 平方 和 呢 ? 答案 是 否定 的 ， 因为 我 们 容 
匈 找 出 这 样 一 个 反面 的 例子 来 . 
例如 取 n= 15 , 它 只 有 以 下 几 种 方法 分 解 成 整数 的 平方 
和 的 形式 : 
15= 32+ 22+ 12+ 12= 22+ 22+ 22+ |+ 12+ 12 
= 22+ 22 十 12+ 12+ 12+ 12+ 12+ 12+ 12=... 
一 1 十 1 二 .二 1， 
\ーーーー ヘ ニーーーー 、 
15 个 
其 中 最 少 需要 四 个 平方 和 . 这 启发 我 们 考虑 任 一 正 整 数 是 否 
可 用 四 个 平方 和 表 出 的 问题 ， 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 .为 
证 明 这 个 定理 ,我 们 先 叙述 一 个 引 理 ,以 使 问题 得 到 简化 . 
引 理 4 їх, ,x, ,yl ‚у, っ 2 っ る っ WL „м, УЖЕ, ДІ 
有 | 
Cr 21 十 W1) (Xx3 十 72 十 23 十 W3 
= (xxt уу,+ 2125+ муи)? 
+ (хуз у,х;+ ZiW っ 一 м2) 2 
+ (х5 дрн муз yw)? 


+ (хуи ху} уц 21у) 2. 
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证 ”两边 展开 即 可 验证 其 正确 性 了 . 

我 们 知道 ,每 一 个 正 整数 都 可 以 分 解 成 若干 个 素数 的 攻 
的 乘积 ,再 由 引 理 4 容易 看 出 ,只 要 能 证 明 每 个 素数 都 可 以 表 
示 成 四 个 整数 的 平方 和 ,那么 每 个 正 整数 就 一 定 可 以 表 成 为 
四 个 整数 的 平方 和 了 . 这 就 是 下 面 的 | 

定理 4 每 个 素数 都 能 表示 成 四 个 整数 的 平方 和 . 

证 НҒ2= 12+ 12+ 0 +0, 结 论 对 p=2 显然 已 成 立 ， 
故 不 妨 可 以 设 p 之 3 . 、 

考虑 (p+1T) 2 條 整数 *2(0SxS(pー1) 2) 及 另外 
(p+) 2 +é –- 1- у (0<у<(р- D /2) 所 组 成 的 集 
合 S， 显 然 $ 中 一 共 恰 有 (p+ 1) /2+(р+1)/2=р+1 + 
数 ,由 于 模 p 的 完全 剩余 系 中 恰 有 pp 个 数 ,因此 5S 中 必 至 少 有 
两 个 数 对 模 p 属于 同一 个 剩余 类 . 但 由 于 诸 数 x?( 0< x< 
(p 一 了 D2) 对 模 p Н |], AA Iyl sys 
(р— 0 /2) 对 模 p 也 两 两 互 不 同 余 , 因 此 必 存 在 一 个 x。 及 一 _ 
A ya ,›0<х,<(р-—1),/2 ,0<у,<(р- 1) 2, Ж 

x= –1- уг (mod р). 
于 是 有 整数 m 使 | 
| хӧ+у+1= тр, (17) 


并 且 还 有 1<т<(1+202—1- )2) /р<р?/р=р ,于 是 p 


有 一 个 正 的 倍数 可 以 表 成 四 个 整数 之 平方 和 ,我 们 设 mip 是 
р 的 能 表 为 四 个 整数 平方 和 的 最 小 正信 数 , 设 表示 法 为 


тур=хї+хї+х+х: (Igmxp-1). (18) 


我 们 来 证 必 有 m, = 1. 首先 来 证 21 m. 用 反 证 法 ,车 21m,， 


由 (18) 知 只 有 以 下 三 种 可 能 情形 : 


(1 2 | (x , X, X; xX), 
(2) 24 xi x; X, X, > 
(3) х,(1<ї<4) 中 有 两 个 奇数 ,两 个 偶数 ,不 妨 设 
2 |(x ,xX2) , 2 V x; x4. 
在 以 上 三 情形 中 的 每 一 情形 , 易 见 x t x, ,Xi 一 Xx2， 
X3t X, ,Xi 一 ха РАН, H 


十 ーー 
p= (e )++( 72+ 2+ ( хх, у2 


<= 


1н 
2 


X, X „ 
ŽS )2, 


这 与 关于 т, 的 最 小 性 假设 矛盾 ,这 矛盾 就 说 明了 "2 | m,” 的 
假设 是 错误 的 . 

再 用 反 证 法 证 明 m = 1. ЖЖЖ, нт, 23. 而 且 不 
难 证 明 产 (xx ,否则 就 有 

m? | (хї+хї+х%+х]), 

мои mi lmp. 但 这 3<m,<p- 1 7E. 这 证 明了 不 

能 同时 有 

x x,== x, = x,= 0 (mod т,). (19) 


对 每 个 x, (1<i<4), ER (1<i<4), 使 


у, = x, (mod т) , |y| < s; m, (1<i<4). (20) 


197 - 


再 由 关于 (19) 的 讨论 及 (20) 式 , Wi 
Í < y+ y+ у? {+ у<4(41- m =m . (21) 
由 (18) 及 (20) 又 有 
у?+ y2+ уу+ y= xl+ хї+х1+х = 0 (mod т). (22) 
[H (21) 与 (22) 式 知 , 必 有 正 整数 т, 使 
yit уў+ y3+ у{=т m, (<m, <m). (23) 
由 (18) 及 (23) ,并 利用 引 理 4 就 得 到 
m?m,p= (m m p mip) 
= (yit yt yit yz) (x+ x+ x3+ x4) 
‚++ , (24) 


其 中 


2, XI); х,у, ху, х5, 
Z,= X ,Js ху + X4Y27 Ху; | 


Z5 Xy T Xy T Xay3t х,у, | 


(25) 


Z, х1у4— Ху E х›у, Х3у ° 

H(25) 及 (20) ,(18) 容易 看 出 有 
др xit x 針 х{==0, 
z,==ZX IX; X2Xi 十 X3X4— Xa = 0 (mod m,), 
Z, =X T X, XXt xX x,X = 0, | 


Z4 = X 1X47 XXt x,X,— x,x, = 0 (mod m,) 


再 由 (24) 就 得 到 ,有 整数 W, ,W; っ Wi ,Wa 使 | 
mp Ww ?十 w2+ w? + у ° (26) 
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这 里 w =z, m, Ш Г1<т„<т, ,(26) K !j m, АМРЕ 
慎 , 这 一 矛盾 就 证 明了 “ma 过 3 了 的 假定 是 错误 的 , 于 是 定理 的 


结论 成 立 . 

由 定理 4 及 引 理 4 BIHER F we Bñ je W H 
(Lagrange) 定理 成 立 . 

ERS (HARIH) 每 个 下 素数 都 能 表示 成 为 由 个 将 数 
的 平方 和 . 


$4. 华 林 问题 简介 


上 节 中 证 明 的 拉 格 妆 时 定理 是 1770 年 华 林 的 党 名 猪 测 
的 一 个 特例 ， 华 林 猜 测 说 :此 正 整数 必 可 表 为 四 个 于 方 和 之 
和 , 必 可 表 为 九 个 非 负 整数 的 立方 数 之 各, 必 ん | JU + 1 
负 整 数 的 四 次 方 之 和 ,………- "Ий ЕЙ. РА + e К.А {1 
一 个 只 与 KE 有 关 的 平整 数 s (k) 存在 ,使 每 ен вва 28 
sik) 个 次 方 数 之 和 . 若 用 g (Kk ) 记 有 这 性 质 的 s(k) 的 最 小 
者 , 华 林 猜 测 就 是 说 “9 (2) = 4,g (3) =9,4(4) = 19, -.....". 

华 林 提 出 这 一 猜测 的 同一 年 , 拉 格 明日 就 证 明了 上 前 的 
定理 6, 即 9g(2) =4. 1909 Е, НН Ж ( Wieferich) 证 明了 
g(3) =9. 在 此 之 前 ,人 们 仅 对 K=3,4,$,6,7,8,10 证 明了 
の ん ) 之 存在 , 具 足 在 1909 年 , 希 尔 伯 特 ( Hilbert) 才 首 次 对 任 
意 的 k 证 明了 g (К) 的 存在 性 .以 后 ,人 们 就 不 断 致 力 丁 求 g (k) 
之 精确 值 .1936 年 一 1940 年 ,由 于 迪克 森 ( Dickson ),Ж Ж 
(Pillai) "Я F (Rubugunday) KJE X ( Niven) 等 人 的 先 
后 努力 , 证 明了 以 下 结果 . 

定理 6 若 k>7, 且 
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JUD=2+[ 人 -2 08) 


1940 ЧЕ. ЖЕЙ Г (6) =73，1965 年 ,陈景润 证 明了 
giS) = 37. 

1957 年 、 号 動 ( Mahler ) 证 明了 ,上 除了 至 多 有 限 个 上 的 值 
外 、( 27) 并 部 征 成 站 的 .可 惜 他 的 方法 不 能 算出 使 (27) 可能 
不 成 也 的 大 的 上 上 界 . 1964 4., Ж ЖЩ #1 で Stemmler ) 用 计算 
本 计算 证 明了 :0427) 式 对 于 4 入 过 200000 的 都 是 成立 的 . 
因此 ,到 上 日 蚜 为 止 ,除了 尚未 证 明 (27) 式 是 否 对 所 有 k 之 4 都 
成 立 外 , 华 林 问题 g (k) 已 基本 上 算是 解决 了 .关于 g(4) = 19, 

已 经 于 最 近 获 得 了 证 明 . 

关于 坐 林 问题 .还 有 另外 一 此 重要 的 内 容 及 重要 方法 ( 例 
如 哈代 (Hardy ) 与 本 特 伍德 (Littlewood) 的 工作 及 维 诺 格 
， 拉 休 夫 (BHHOrpaAoB) ,华罗庚 等 人 的 工作 等 等 ) ,这 些 出 
色 的 工作 对 整个 解析 数论 的 发 展 有 着 巨大 的 影响 . 但 由 于 篇 
幅 所 限 , 不 能 在 此 一 一 介绍 , 希望 详细 了 和 解 华 林 问 题 历史 的 读 
Жул Ж ИНЕ Eson) 发 表 在 < 美国 数学 月 刊 > 
(Amer. Ма. Month IN EREA 人 期 上 第 十 到 第 三 十 
六 页 的 介绍 文章 . 
下面 ,我 们 要 用 初等 数论 的 办 法 给 出 有 关 华 林 问 题 中 
g (kK) 和信 计 的 几 个 简单 结果 .这 些 结 时 盟 很 粗 烟 ,但 是 可 以 提 
供 我 们 解决 问题 的 一 些 简单 易 行 的 方法 . ーー 

定理 7 対 た >2 EA 
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gik) > が [05 j]j- 2. (29) 


证 ”让 我 们 考虑 止 整数 
HONESTAN 


W #К {| 
п, <2( テ )*ー 1 ニー 1 
内 此 п, 具 可 能 表 示 成 若干 条 メ RETAN KORN, 
表示 法 中 АЦ 的 项 数 越 多 . 则 下 表 成 人 次 时 之 得 的 总 项 数 
就 越 少 . 故 使 太 表 成 次 告 之 和 的 项 数 最 小 的 表示 法 应 为 
п*= + .. + 2*+ ] 十 .. + 1* | 


wーーーー“ wv— 


о 1-1% 2-17 


аш (È+ 25—24 | Hii 


glk) 220+ ini 
定理 8 我 们 {jy(4) <50. 
证 ЛАЖ Finminphi Q €. 
6la-+b`+ce'`+ 42) = (a+ В+ (а В+ (c+ d)" 
+ (с фі (a+ O + (а с) | 
+(b+d)!i+ (b— D i+ (a+ j 
+(a—di+(b+ i+ (р с). (30) 
注意 到 


(a+ b+ (a—b) t= t+ 4a*!b+ 6a2b>+ 4ab3+ b’ 
+ a+ 4aib+ 6a’b— ab b° 
= 2a'+ 12a°b+ 2b4, 
义 我 们 有 (ежа) (с 4)5#=2с*+ 122d 24*, 
(a+ с) 3+ (а= с)*= 2q*+ 12а?с?+ 2c? , 
(b+ 4)%+ (b— d)3= 264+ 12ҺЬ°4°+ 2 が 。 
(a+ 4)+#+ (a- 4)*=2а*% 12а?°4°+ 24*, 
(b+ce)i+ (b— с)%=2Ь#+ 12Ь?°с?+ 2с, 


以 上 六 个 式 于 两 边 分 别 相 加 ,就 证 明了 (30) 式 . 
任 给 -一 个 止 整数 nn , 若 1S ヵ Ss30, 当 然 ヵ 可以 表 成 50 
个 尾数 的 站 次 方 之 和 ; 若 51< n < 95, АТ 
п=48+(п— 48) 
= 25+ 25+ 24 +... + 1. 
“ 
n — 48 + 
Рп 可 表 成 为 (n 一 48) + 3<95—45< 50 “ЧК 2 RI. 
тп >95, RIA п= 6№+ г, НМ > 2 у ті г 0.1.2, 
16 ,17 ,81 (注意 0,1 ,2 ,16 ,17 ,81 АӨ 的 一 个 
完全 剩余 系 ) .注意 
1=04+ 14 ,2=1+14 .16=04+ 24 ， 
17= I+ 2: „81 =0+ 34, 
因此 ,ft 总 可 以 表示 成 为 两 个 整数 的 四 次 老 之 和 ,对 非 负 灼 数 
六 ,由 拉 格 朗 日 定理 知 , 必 有 由 个 非 负 整 数 x. ,x, ,x; x, ,使 
1 Мех кхз+хї+х} ,于 是 
6N = 6x1+ 6х3+ 6x;+ 6х; . 
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再 由 拉 格 朗 日 定理 知 ,对 每 个 非 负 整数 x ,1<1<4 , 必 存 在 
四 个 非 负 整数 a (i) ,а, (i) ,ay(i) ,qs(i) ,使 
| ха?) +а2 (+a +aż}(i) . 
利用 恒等式 (30) 即 得 ,对 每 个 ji,1 科 iji 和 4,6x Wu ЖАЙ 
12 个 非 负 整数 的 四 次 寡 之 和 .于 是 ,6N= 6x2+ 6x2+ 6x3+ 6x2 
可 以 表示 成 为 (4) (12) = 48 个 非 负 整数 的 四 次 项 之 和 ,于 是 
n= 二 6N+t 可 以 表示 成 为 50 个 非 负 整 数 的 四 次 帘 之 和 ,这 就 
证 明了 g(4) < 50. 

定理 9 我 们 有 g (8) <42273. 

证 首先 ,应 用 比较 系数 法 成 直接 展开 ,容易 验证 以 下 的 
恒等式 成 立 : 

5040 (a?+ b2+ с2+ 4?)* 
= 6У (2a)s+ 60У (a+b)? 
+9 (2а+6+с)*+6У (а+Ь+с+4)* (31) 
ХФ У (2а)* 表示 a 经 过 集合 {a ,b ,c ,d } 中 每 个 元 素 
求 和 ,其 余 和 式 的 意义 类 推 , 易 见 ，(31) 式 右 方 一 共有 
6(1) + 60(4) (2) + (8) G) (22) + 6 (2) (22) = 840 

个 整数 的 八 次 方 。 

任 取 一 个 非 负 整数 m, 必 有 整数 gz>0 及 整数 7 ， 
0<r<=< 5039 ,使 得 n= 5040g 十 r 成立 . 

КАВ, HHF 0< r< 5039 < 3°, ,所 以 > 若 表 成 非 负 整数 
的 八 次 方 之 和 , 那 它 只 能 表 成 若干 个 28 及 若干 个 1 之 和 . 设 

r=28k+1 ,&Е®0 ‚,0<1<2#— 1= 255, 


wank =| ] < [P |=19. 
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(1) 若 (29 (19) < r< 5039 . Hi Т 有 大 二 19 上 中 
[= ү (28) (19) < 5039- (256) (19) =175. Ј- it r= (19) 2% / 
可 以 表 成 至 多 19+ NA ЛА Л ЖЯ ПУЛА aE. Н. 
(2) # 0<г< (2%) ЮИ К<18. ГА. 
г= 2*К+1 可 以 表 成 至 多 w: I< 18+.255= 273 P | t ЕШ 
ЛИКА И. | 
再来 研究 50404. 貼 定 理 8、g И Rang РОР 
理 8 表明 2(4) 足 存在 前 HL 04) < 50) il: AM Nr Na 
的 四 次 壬 之 和 , 故 有 | 
5040 д= 5040 х1 .+ 5040 vi, . 
由 拉 格 朗 日 定理 ,每 个 х, 1 cg(4). БИ ЖЧ: д 
数 之 平方 和 = yl yt yat yy. TEATE 3 (31) 即 得 ,对 
BS (lisg(4) ) , 数 5040х?= 5040 (уз + рн yl + уд) 
РН Жу 840 个 非 负 整 数 之 八 次 寡 之 和 ,因此 ,50404 可以 表 
示 成 9(4) ` 840 个 非 负 整数 的 八 次 方 之 和 ,十 是 
n= 50404+ r 可 以 表示 成 至 多 
gq (4) (840) + 273 < (50) (840) + 273 = 42273 
парвана ао т) 这 就 完成 了 定理 9 的 证 明 . 


$5. 带 正 负 号 的 华 林 问题 


E 下 面 介绍 带 正 负 号 的 华 林 问 是 我 们 用 р (k) 表示 使 得 
对 于 任 一 正 整 数 n ,方程 К 
| n= txitxi- txt 
都 有 解 的 s 的 最 小 值 . 显然 我 们 有 
v(k) <gtk) . 
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本 节 中 ,我 们 要 证 明 关于 k=2,3,4, 及 5 时 v(k) 的 界限 
的 几 个 结论 . 为 此 , 首先 我 们 要 证 明 下 面 几 个 引 理 . 

引 理 $ 令 Af (x) =f (x+1) 一 f(x) , 当 m 之 1 时 ,就 定 
ХА" O) =A(Arg(x)) ,其 中 六 oo 是 大 次 整 系数 多 项 式 ， 
ДЇ? К> 1 Н], RITH 

At lyk=(k!)x+ d. 
其 中 d 是 一 个 整数 ， 

证 任何 一 个 首 项 系数 为 a BJ k2>2 次 多項式 /(x) 显然 

上 总 可 以 表示 成 下 述 形式 | 
Jf (x) = ах*+ bxt1+f,(x) ， | 

其 中 三 (Oo 为 一 个 天 一 2 次 多項式 . 由 定义 我 们 有 
Af(x) =f (x+ 1) —f (x) 

=a[(x+ D*— xt] +b К+ 1) !—x*!] 

+f (x+ 1)—f,(x) 

=kax !+f,(x), 
其 中 f ,(x) 是 一 个 k 一 2 次 多 项 式 , 反 复 应 用 这 种 办 法 , 即 可 
证 明 本 引 理 之 结论 . 


引 理 6 当 k 之 2 时 ,我 们 有 
vk) <2i+ > kt: 


с 证 由 Axk= (x+ 1)*- xk 即 得 : 
А?х= А (х + 1)*— x) =A(x+ 1)*— Ax 
={(х-+2)*— (x+ 1)*—(х+1)*+ х* | 
继续 用 此 法 做 下 去 ;我 们 容易 看 出 ДК! уа 2 メ 4 コ 不 整数 的 
次 笑 的 代数 和 .对 于 任意 一 个 整数 m ,由 于 (rn 一 d) k !( 


中 4d 的 定义 见 引 理 1) 总 可 以 表示 成 为 一 个 整数 x 与 男 一 个 
Mr (Uris + ) 的 和 , 即 有 
n—d 
k! 
于 是 n 一 d= 二 (kKk1) x 二 r(k!). Sl=r(k!), 则 我 们 有 
п-4= х(К!)+1. (32) 
从 (2) 式 我 们 知道 ,! 是 一 个 整数 ,又 因为 


中 lkis + ki, 


B I 可 以 表示 成 为 不 多 于 > k! PRRI КОКЖАЛ, 
故 由 引 理 1 有 
п=х(К)+4+1=А*!х+1, 


=x+r ，|r|< 


于 是 nn 可 以 表示 成 为 至 多 X+ k! PRRI k KÆ 
代数 和 ,于 是 即 得 引 理 之 结论 ， 
定理 10 (2)=3 . 
证 由 引 理 2 我 们 有 
‚ | 


v (2) <2+ > 2!=3. (33) 


车 2| (x,y) 或 24 ху, 4l- y), 24 2|xyB 24x y) 
时 ,2+ Oe- у). 因 此 ,6 不 能 表示 成 为 两 个 整数 的 平方 差 . 
同 理 ,6 也 不 能 表示 成 为 两 个 整数 的 平方 和 ,也 就 是 说 ,6 不能 
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表示 成 两 个 平方 数 的 代数 和 , 即 u(2) 关 2. 又 因为 v (2) 不 能 
小 于 2 , 故 必 (2) >3. 合 起 来 我 们 就 得 到 
り (2) =3 ， 
这 就 证 明了 定理 10. | 
定理 11 0(3) =4 8 5. 
证 HT n'—-n=(n—l)n(n+1) , 0 6|(п5— п), RI 
A 
N ni— n=6x,， 
其 中 x 是 一 个 整数 ,于 是 我 们 有 
п= т— 6x= n'— (x+ 1)3— (x— 1)3+ 2%, 
即 是 说 , 任 一 个 整数 Bn] Желк ВИ Л ЛУ ЖЕН = WK ҖЕН 
代数 和 ,于 是 
v(3) <5. (34) 


对 于 任 一 个 整数 y, 总 有 y 三 0,1 或 2(mod 3), 由 此 即 得 
y = 0 ,1 或 -1 (mod 9) ， 
因此 形 如 9m 土 4 的 数 一 定 不 可 能 表示 成 三 个 立方 数 的 代数 
和 ,因此 | 
р (3) 224, (35) 
由 (3 4) 与 (35) 两 式 即 知 ,v (3) 的 值 或 为 4, 或 为 5. 
5187 我 们 有 以 下 恒等式 成 立 : 
48х+ 4=2(2х+ 3)!+(2x+ 6)*+ 2(22+ 8x+ 1 D 3 
—(2?+ 8x+ 10)4— (22+ 8x+ 12), (36) 
48х- 14= 2(2х+ 5)*+ (2х+8)*+ (w+ 6x+ 9) 
+( デ +6x+ 12)— (X+ 64+ 8)* 
— (2+ 6x+ 13)“ (37) 
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24х= (4у + 11)+ (2у— 87) *+ (у 9)+ (y— 4D2 
二 (y+ 83)#+ (y+ 125)*+ (у2+ 603)*+ (у2+ 625)* 
—(у?+ 602)*— (y2+ 626)* ， (38) 
其 中 у= х- 10319691 , 
24х— 8= (4у+ 11)*+ (2y— 87)*+ (y+ 883) * 
+ (у 933)*+ (y— 975)*+ (y+ 1017)* 
+ (2+ 39851)*-+ (2+ 39873) 
—(у›+ 39850) :一 (yz+ 39874) 4, (39) 
其 中 у= х- 120858614086 . 
证 我 们 先 证 (36) 式 . $ 
а= 2х?+ 8х, 
则 (36) 式 右 边 等 于 
2(4х2+ 12х+ 9) 2+ (4х?+ 24x+ 36)2+ 2(а+ 11)4 
— (a+ I0)3— (a+ 12)* .. 
=2(2a— 4x+ 9) 2+ (2g+ 8x+ 36)?+ (2a+ 21) 
x((a+ 102+ (a+ 10)2)— Qa+ 23) ((a+ 12)2+ (a+ 11)2) | 
= 8g2ー 8a(4x— 9) + 2(4x— 9):+ 4a? + 4a(8x+ 36) 
+ (8х+ 36)2+ 2a((a+ 10)2— (a+ 12)2) + 21(а+ 10)? 
— 2(а+ 11)2— 23(a+ 12)? 
= 12а?+ 8а(4х+ 18— 4х+ 9) + 2 (4x— 9)2+ (8x+ 36)? 
+ 2а(-— åa— 44) + 21(2a+ 22) (— 2) 一 2(a+ 1D° 
ー 2 (4+ 12)? 
= 12а?+ (8) (27a) + 2(4x— 9)?+ (8x+ 36)2+ (a+ 11) 
0х (~ 8а— 84- 2а— 22) — 2 (a+ 12)? 
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= 12a:+ 216a+ 2(4x— 9)2+ (8x+ 36)2— 10a? 
ー 216a— 1166 — 2a2— 48a— 288 
= 32х2— 144х+ 162+ 64х?+ 576x + 1296— 1166 
ー 96x°— 384х— 288 
=48х +4, 
故 (36) 式 得 证 . 
再 来 证 明 (37) 式 成 立 . S 
а= x°+ 6x+ 10, 
则 (37) 式 右边 等 
2(4x> 20х+ 55) (4х2+ 32х+ 64) 2+ (a— 1)* 


+(а+ 2)*— (а— 2)4~ (a+ 3)* 
= 2(44— 4 メー 15) 2+ (44+ 8х+ 24)? + (2а- 3) 
x((a— 1)2+ (a— 2)2)— (2а+ 5 ((а+ 3)2+ (a+ 22) 
=32g-- 16a (4x+ 15) + 2(4x+ 15)2+ 16а?+ 8a (8x+ 24) 
+(8x+24)2+ 2a((a— 1)?+ l(a- 2)2— (a+ 3)2— (a+ D) 
—3(а— 1)2- 3(gー2) 2ー 5(а+ 3)2— S(a+ 2)? 
= 4842— 48а+ 2(4х+ 15)2+ (8x+ 24)?— 1ба (да+ D —3a42 
+ 6a— 3~ 3a2+ 12a- 12- 5а?— 30a— 45— 5a?— 20a— 20 
= 一 96a+ 2(4x+ 15)2+ (8x+ 24) 2— 3— 12— 45- 20 
= — 96x?— 576x- 960+ 32х2+ 240x+ 450+ 64x? 
+ 384x+ 576— 80 
= 48х- 14, 
故 (37) 式 成 立 . 
现在 来 证 (38) 式 成 立 


(38) 式 右边 是 y 的 多 项 式 ,容易 求 得 : 
ys 的 系数 为 1 十 1 一 1 一 1=0， 
y5 的 系数 为 4(603+ 625- 602—626) = , 
的 系数 为 4+ 25+ 4+ 6(603)?+ 6(625)2— 6(602)3 
– 6 (626)? 
= 256+ 20+ 6 (1205- 1251) =0 , 
ア 前 系 数 入 4(42(11) – 22(87) – 9—41— 83+ 125) =0 ， 
уйу 6(4 - 112+22- 872+ 92+ 412+ 832 
+ 4(6032+ 6252— 6023— 6262) =0 , 
уйу 4(4(113- 2(87)2— 9- 413— 833+ 125) = 24， 
Ж ЖОЛЫ 11+ 87% 94+ 414+ 834+ 125*+ 603* 十 625* 
ー 6024— 626* = 247672584 , 
又 显然 (38) 式 右边 不 含 交 及 好 项 , 故 (38) 式 右边 等 于 
24y+ 247672584 = 24(xー 10319691) + 247672584 
= 24х, 
这 证 明了 (38) 式 成 立 . | 
最 后 来 证 明 (39) 式 成 立 ,(39) 式 右边 是 了 的 多 项 式 , 其 中 
严 的 系数 为 ”4(39851+ 39873- 39850— 39874) =0 , 
уу 44+ 24+ 4+ 6(398512+ 39873? 一 398502 
— 398742) = 6(46— 46) =0 ， | 
妇 的 系数 为 ”4(4 ・(11) 一 23 (87) + 883—933 
-975+ 1017) =0 , 
у? ЖЁН 604° ・ IPEP · 872+ 88324 9332+975 
+ 10172) + 43985 P+ 39873:— 39850 
— 398743) 
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= (24) (916826) - 24(916826) =0 , 
y 的 系数 为 4(4 ` (11)2— 2087) 3+ (883)3— (933)3 
一 (975)3+(1017)5) = 24 , | 
常数 项 为 114+ 874+ 8834+ 933#+ 9754+ 10174 二 0398514 
+ 39873*— 39850*— 398744 
= 114+ 874+ (900— 17)*+ (900+ 33)4+ (100 一 25) 
+ (1000+ 17) *+ (398512+ 398502) (39851 + 39850) 
— (398732+ 398742) (39873+ 39874) 
114+ 874+ 2(900) *+ 4(900)3(16) + 6(900)2 
х(17?+ 332)+ 4(900)(333— 179+ 334+ 174+ 2(1000) 4 
~ 4(1000)2(8) + 6(1000)2(172+ 252) — 4(1000) 
x (25*— 17°) + 174+ 255— (39851 + 39850) ° 
х (39873 + 39850 + 39874+ 39851) (23) 
ー (398732+ 398742) (46) ` | 
14641+ 57(10) $+ 28976+ 1312200(10)6 
+ 46656(10) $+ 6697(10)°+ 80000+ 111 (10) $+ 
` 686400+ 10°+ 185921 + 83521 + 2(10) 2ー 32(10)° 
+ 5484 (10) °— 42 (10) $— 848000+ 83521 + 390625 
— 292287 (10) °— 796104 146270(10) *— 432230 
= 2900606738056. 
又 显然 (39) 式 右辺 不 含 y? K. ys 的 项 , 故 (39) 式 右边 等 于 
24y+ 2900606738056 ーー 
= 24(x 120858614086) + 2900606738056 
=24х—8. | 
这 证 明了 (39) 式 成 立 ， 于 是 ,我 们 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 
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下 面 我 们 要 给 出 2(4) 的 上 界 与 下 界 . 
定理 12 v(4) 的 值 或 为 9 ,或 为 10 . 
证 我 们 首先 来 证 明 
(4) < 10 . (40) 
对 任意 整数 nn, 若 81n ,可 设 4= Sm ,m HER. 
т = 0 (mod 3) ,iš m= 3x(x A) W n = 24х, 
H (38) 式 知 下 可 以 表示 成 为 10 个 整数 的 凹 次 桥 的 代数 和 . 
# m= 1 (mod 3) ,im=3x+1(x Až) , 则 
pn 三 24x 填 8 デー(24( 一 х) — 8) ,由 (39) 式 知 ,n 可 以 表示 成 
为 10 个 整数 四 次 军 的 代数 和 ， 
车 m = 2(то43)йт=3К+2(К 为 整数 ) ,于 是 有 
п=24К+ 16. 
(ОЖ 21К.® k= 2х, Wi 
п = 48х+ 16= (48х+ 14) + 14+ 14 
= —(48(— х) – 14) + 14+ 1. 
故 由 (37) 式 可 知 ,n 可 以 表 成 10 个 整数 四 次 寡 的 代数 和 . 
(2) 若 2 к,5 к= 2х+1, 则 
n=48x+ 40=48(x+ 1)—8=24(2(x+ 1) – 8, 
故 由 {39) 式 可 知 ,n 可以 表 成 10 个 整数 的 四 次 赛 的 代数 和 . 
综 上 所 述 知 , 当 81n 时 ,n 可 表 为 10 个 整数 的 四 次 寡 的 
代数 和 . 


E8} n aig 
п=8[+а. 
Х,а, Н 1 入 a 乏 7, 由 于 总 有 
[= 62+ Б, 


这 里 z ,b 皆 为 整数 , 且 -~ 3<b<2, 于 是 有 
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n=48z+ 8bta. 
Sr=8b+ а 183]. 
n=48z+r , 
容易 看 出 有 —23<г<23. 
容易 验证 , 当 一 23<r<23 且 8+r 时 ,总 有 三 个 整数 x，， 
X,,x, 存在 ,使 得 
r 十 Xf 十 Xi 十 Xx4 = +4(sk +14) (mod 48) , (41) 
这 是 因为 ,由 2 三 16,% 3*== 33 (mod 48) 有 
当 r=1 时 ,r+1+1+1= 4 (mod 48), (42) 
М р= 9, 34+ 14+ 1*== —4 (mod 48), (43) 
当 r=14 6, 04 04 0* == 14 (mod 48), (44) 
当 r=18 时 ,r 一 24+1+ 14 == 4 (mod 48), (45) 
当 r=23 Вр 3*— 3*— 1*== 4 (mod 48). (46) 
在 (42) 到 (46) 式 中 ,通过 增加 或 减少 各 同 余 式 左边 的 14, 可 
以 找到 三 个 整数 x ,x,,x, ,使 得 当 1<r<23 但 8tr 时 有 (41) 
式 成 立 . | 
将 这 些 同 余 式 都 乘 以 一 1 ,就 知道 存在 整数 x, ,x。 x, ， 
使 得 当 23<г< ~ 1 日 8 上 r 时 也 有 (41) 式 成 立 . 即 总 可 以 
找到 整数 xX， る x, ,使 (41) 式 成 立 ， 于 是 有 
r 土 4( 或 土 14) = 48z, 士 X4 十 X4 十 x4 、 
其 中 z 为 整数 ， 故 
1 三 48z+r= (48z 于 4( 或 干 14)) +(r+ 4 (sË + 14)) 
= (48(2+ 2‚)+4(] F 14)) +хї+хФ1+&х}. 
由 引 理 3 得 知 ,n 必 可 表 为 10 个 整数 的 四 次 星之 代数 和 ,这 
就 证 明了 (40) 式 . 
我 们 再 来 证 明 : 
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р(4)>9. (47) 
我 们 知道 , 恒 有 
, | 9 (mod 16),y= 0 (mod 2), 
。 | 1 (mod 16).y = 1 (mod 2), 
以 及 | 
| 0 (mod 16),у = 0 (mod 2), 
| —1 (mod 16) ,y = 1 (mod 2), 


因此 形 如 16x+ 8 的 整数 至 少 要 表示 成 八 个 整数 的 四 次 宕 之 
长 数 和 , 且 每 项 必须 同 号 . 

取 x= 1 得 ,24 表 为 整数 的 四 次 寡 的 代数 和 时 ,每 项 必 为 
正 值 ,于 是 使 表示 项 数 最 小 的 表示 方法 为 

24= 24+ 8 х1#, 
ИП 24 个 能 表 成 过 8 个 整数 的 四 次 幕 之 代数 和 ,如 
v(4)>9,， 

这 就 证 明了 定理 的 结论 . 

引 理 8 我 们 有 

720x— 360 = x+ (x— 1) | | 

 +(x—4):+ (x+ 3):— 2(х+2)5— 2(x— 3)5. (48) 

ШЕ (48) 式 右边 是 x 的 一 个 多 项 式 ,其 中 ,x; 项 之 系数 为 
1+1+1+1-2-2=0,x4 项 系数 为 ($S) (一 1 一 4+ 3 一 (2) 
+ (2) (3) ) =0,x3 项 系数 为 

(10) (1+ 42+ 32— (2) (2)2 — (2) (3) = 0, 
L ARAA 10(—1—4#+ 3 一 (2) 3+ (2) 32) =0 ,x 项 系数 
为 ($)(1+ 44+ 34— (2) (24) — (2) (3*)) = 720 ,常数 项 为 
— (I + 46 — 3+ (2) (25) — (2) (35)) = 一 360, 因 此 (48) 式 两 


-y= 
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边 相 等 . 
引 理 9 ба Ma, 都 是 整数 , 而 m, 和 m, 都 是 正 整数 
并 且 满 足 条 件 (т, m) =1, 则 一 定 存 在 一 个 整数 a, 使 得 
a= a, (mod т) ,a = a, (mod m). 
证 由 于 (mi,m,) =1, 故 存在 整数 x| Му, 使 得 
xm +t yim,= 1. 
从 而 有 
a, а= la a) (xm i+ ym.) | 
=x (a,— a)m,— y, (a,— a) m, . 
取 x= x ua а) ,y= уар 则 我 们 有 
xm,-ym,;=a,-a,, 
即 有 
о хт+а=ут,+а,. 
特别 取 а= a+ xm, ,由 上 式 即 得 到 
a= a, (mod m) , a= a, (mod m) ， 
这 就 元 成 了 引 理 的 评 明 . 
引 理 10 ”对 于 任意 的 整数 n ,一 - 定 存 在 有 两 个 整数 a , ヵ , 


n = a+ bš (mod 720) . 


证 由 显然 的 同 余 关 系 1 == 0'+ 1° (mod 16) ,3 = 
0+ 35 ( тоа 16) ,$5 = 0*+5° (mod 16) .7 = 05+ 
75 (mod 16) 知 , 対 任意 整数 ヶ , 一 8<r<8 ,一 定 存 在 两 个 整数 ， 
c,d ,使 得 + 三 c+ d° (mod 16) ,这 里 还 用 到 了 显然 的 等 式 
2=1+1 ,4=3+1,6=5+1.8=7+1. 由 于 任何 整数 必 属 模 
16 的 某 个 剩余 类 ,于 是 由 以 上 结果 知 ,对 任何 整数 14, 必 存在 
两 个 整数 a b, 使 | 
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n = a+ bš (mod 16). 
同 理 ,由 ] 三 05+ 1? , 2 = P+ 1°, 3 == 454+ 25, 4 == 25 
+ ( — 1) 5 (mod 9) 即 得 ,对 任何 整数 n, LUFFER, 
Ь,, 使 得 

n = a5+ b; (mod 9). 

同 理 , 由 1==05+ 15 , 2 = 1°+ 15 (mod 5) 知 ,又 必 存 在 两 
个 整数 a; b, ,使 得 | 
п = a+ bš (mod 5) . 

由 引 理 5, 可 以 找到 两 个 整数  , ヵ 。, E 
а,= a, (mod 16) , а, = а, (mod 9), 
b,= b, (mod 16) , b,= b, (mod 9) , 
于 是 由 (19) 5 (20) 得 到 
= а}+Ь}== aš+ bš (mod 16), 
n = qš+ bš== аў+ bš (mod 9). 
于 是 有 【〈 因 (16.9) = 1) 
п = а}+Ь$ (mod 144). 
再 由 引 理 5, 必 存在 两 个 整数 a ,b ,使 得 
а= a, (mod 5) , а= а, (mod 144), 
= b, (mod 5) , b= b, (mod 144). 
于 是 得 到 
п = aš+ bi = a°+ b° (mod 5), 
n = а bi = а5+ b° (mod 144). 
这 就 推出 n= a+ Ь5 (mod 720). 
定理 13 我 何 有 5 ミ p($) <10. 
证 ” 先 来 证 明 (5) <10. | 
设 n 为 任 给 一 个 整数 ,对 整数 360+m, 由 引 理 6 知 , 必 有 
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整数 a ,b ,使 得 
360+ n = a+ b: (mod 720) , 
这 就 是 说 ,存在 整数 x 使 
| п= а+ 5+ 720x- 360 . 
又 由 引 理 4 知 ,720x- 360 Ë R PLK R Л АЈ 5 {КЖ っ 
之 代数 和 ,因此 n 可 以 表 为 十 个 整数 的 5 КЖ К 3 , Bi) 
v(5) <10. 
再 来 证 明 v(5) >5. 
HT 2 = —-1,3 = 1,45 = 1,5= 1 (mod 11), 
故 对 任何 整数 r ,|r l< 3, 必 有 
ғ == 0,1,— 1 (mod 11). 


习 题 


1. 证 明 : 如 果 81(a?+ bt etd), Аа, b, c, а 
都 为 偶数 . 

2. 证 明 : ЈЕ т 能 表 为 二 平方 数 之 差 

т = а2— Б? 

的 充分 与 必要 条 件 是 ，m 能 表 成 二 - 数 之 积 ， 此 二 数 或 同 为 奇 
数 , RAAME 

3, 证 明 : 任意 一 个 整数 的 立方 都 是 两 个 平方 数 的 差 

4. 证 明 具 有 下 述 性 质 的 三 数组 无 穷 : 这 三 个 数 是 三 个 
相连 的 整数 ， 其 中 的 两 个 皆 可 表 为 二 平方 数 之 和 . 

5. 求 所 有 具有 下 列 性 质 的 正 整数 x, y, z, w: 

(1) x, y, 2, w 是 一 个 等 差 级 数 的 相 邻 四 项 ， 

(2) + y'+ z'= 
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*6. ERRERA V FHER 的 正 整 数 て , y. 2, w, t: 
(1) x, y, Z. w, t 是 一 个 等 差 级 数 的 相 邻 五 项 ， 

(2) x+ y3+ z+ w2)= Р, | 

7. RIE х — 60 AT AAEN x 

8. 求 使 x*ー5 及 

9， 试 证 x"+ ут ТЕ ВОЯ, 


n>2, (x, nt+ 1) = 1. 
10. 试 证 不 定 方程 х2 3у"= 一 1 (n 为 正 整 数 ) 没 有 正 
整数 解 . 
11. 证 明 : ENER кот 
х?+ y2— 2? 
的 形状 ， 这 里 x，y，z 为 非 负 整数 
12. 证 明 : 対 任意 正 整 数 ヵ 、 不定 方程 


х?+ у?= z" 
恒 有 整数 解 . 
33. 证 明 : 不定 方 程 
3 プー 


ЇХ 有 正 整数 解 x= у= z= 2. 
村 4， 设 正 整数 m 有 标准 分 解 式 
| т =2°ор\!++-р;5, 

这 里 p1,…,p, 为 不 同 的 奇 素数 ，wo 之 0， 之 1, u 21, 


s 之 1 ,或 者 т=2%, zo>0. 证明: m 可 表 为 两 个 互 素 的 平方 


数 之 和 | 
т=х?+у?, (х, у) = 1 
的 充分 必要 条 件 是 : | 
(1) 在 m=27 的 情形 ，xo=0 或 mo= 1, 
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2 在 m= Zp rp 的 情形 ,mo 一 0 或 1, 且 
© p= I (mod 4) i= 1,5,5. 
mH, 在 情形 (1)， 相应 的 表 为 二 互 素平 方 数 之 表示 法 
为 工 个 在 情形 (2)， 相应 的 表 为 二 互 素 平方 数 之 表示 法 为 
2s-1 个 . 
15. EH: 边 长 为 整数 的 直 狂 三 角形 , 当 斜 边 长 与 一 查 
角 边 长 之 差 为 1 时 , 它 的 三 个 边 长 可 表 作 ，; 
2b+1, 2b+2b, 2+2Ь+1, 
其 中 5 是 任意 正 整数 ， — ーー 


+ 16. ŒH: 不定 方 程 Оа 
х?+ (x+ 1) *= к? ED с 
有 正 整 数 解 的 必要 条 件 是 : 一 1 为 模 之 平方 剩余 ， 但 这 条 
件 不 是 充分 的 . 
17. п УЕ, KARESE 
х'"+ у"= zn (n>2) .. 
不 存在 适合 0 < x<n, 0<y<n. WEEK. 
18. 证 明 : 
(1) 一 个 正 整数 可 以 表示 成 两 个 平方 数 之 和 的 充分 必要 
条 件 是 : 这 个 数 的 两 信也 有 此 性 质 . | 
D 设 p 为 奇 素数 ， 则 
2—1 1 
р x у 
恒 有 满足 x= y 的 正 整 数 解 ， ERRER 4 有 一 种 . 
19. (1) 证 明 : 若 7| ヵ , Tln, п КВЗ УТ 
方 数 的 和 . 


- x: 
т ; gi 
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(2) 设 m, п 都 是 可 以 表 为 二 平方 数 之 和 的 整数 , R 
min, 证明 -到 也 可 表 为 二 平方 数 之 和 | 

(3) 设 m ni 都 是 可 以 表 为 二 互 素 的 平方 数 之 和 的 整数 ， 
B m1n, 证 明 -也 可 表 为 二 互 素 的 平方 数 之 和 . 


20. (1) 十 明 若 ヵ = 〆+ = ё+@, ЩЩ ` 
_ (Ка с)2+ (b= [a+ с)?+ (b — 4] 
4(b- 4)? 
因此 , 若 rn 可 用 两 种 不 同方 式 表 为 一 方 数 之 和 ， 则 nn 必 为 复 
(2) 已 知 有 ーー 
533= 232+ 22= 222+ 72，1073= 322+ 72= 282+ 172, 
试 将 533 5 1073 分 解 因子 . 
21. 设 s 与 上 和 皆 为 正 整 数 ， 我 们 用 符号 
| [а,,:-:, ad= fb,- БА, 
来 表示 满足 
ar. +az=b+. +b., 
att … キ びー が キー エチ. (49) 
+ + ака р... Б 
的 非負 整数 解 . 证 明 : 对 任何 整数 4<s0 都 有 
[а +4, a td,b, Ьу = la, a,b + d,.…, 
b+dkrn. (50) 
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22. 证 明 : 


[0, 31,= 1,2, f (51) 
[1, 2, 6],= [0, 4, 5],, (52) 


23. 证 明 : 
[1, 2, 10, 14, 18],=[0, 4, 8, 16, 17],, (54) 
0, 4, 9, 17, 22 261, 1,2, 12, 14, 24, 25];, (55) 
(0, 4, 9, 23, 27; 41, 46, 50}. 


= [1。 2, 11, 20, 30, 39, 48, 491, | (56) 
… 24. ВЕН: | 20 

[0, 18, 27, 58, 64, 89, 101), ` o o. 

=[1, 13, 38, 44, 75, 84, 102]。 . - (57) 
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第 十 五 章 容 斥 原理 及 应 用 


í` 1 


ŝi. 集合 的 基本 知识 


为 了 介绍 容 斥 原 理 ， апи злая яа 
论 前 基本 知识 。 = | 

我 们 称 所 研究 的 每 一 个 对 象 为 一 个 “元 素 ” ;那里 斯 研 
究 的 .具有 某 种 特定 性 质 且 能 相互 区 分 的 元 素 的 总 体 称 为 
一 个 “集合 "。 例 如 :不 超过 100 芍 自然 数 全 体 组 成 一 个 集 
合 ,这 个 集合 由 1,2,… ,100 这 一 百 个 元 素 组 成 ,这 里 每 个 
元 素 是 一 个 数 , 且 此 集合 中 只 有 有 限 个 元 素 , 我 们 称 它 是 一 个 
有 限 集 .再 如 :由 全 体 偶 自然 数组 成 的 集合 ,其 中 每 个 元 素 是 
一 个 偶 目 然 数 , 它 的 个 数 有 无 穷 多 个 ,我 们 称 它 是 一 个 无 限 集 . 
再 如 :区 间 (0,1) 中 所 有 点 的 集合 也 是 一 个 无 限 集合 ,而 此 集 
合 的 每 个 元 素 是 (0,1) 中 的 一 个 点 .集合 通常 用 大 写字 母 表 示 ， 
其 元 素 则 常用 小 写字 母 表示 ， 本章 之 集合 均 指 有 限 集 . 

若 元 素 a 在 集合 4 中 ,就 说 a 属于 A, 记 为 aeA, 或 4=4a. 
若 4a 不 在 4 中 ,就 说 a 不 属于 4, 记 为 gqg4, 或 ae4. 或 4 や a, 
或 4 纪 a .一 个 集合 ,如 果 它 里 面 什么 元 素 也 没有 ,就 称 它 是 空 
集 , 空 集 通常 用 字母 @ 表示， 

和 如果 4 与 如是 两 个 集合 , 且 4 中 每 个 元 素 也 都 是 如 的 

一 个 元 素 ,那么 就 称 4 是 B 的 一 个 子 集合 , 记 为 4c B( 也 说 


成 “4 包含 在 B 中 ”或 “B 包含 了 4 ”) ,车 4 中 至 少 有 一 个 元 
来 不 属于 B, 就 说 成 “4 不 被 B 包含 ”, 或 “4 不 是 B 的 子 集 
A, WX А5 В.Ф Ас В, 同时 Bc A, 就 说 4 与 B 相等 ， 
记 为 4= B. 在 提 到 集合 时 ,通常 不 考虑 其 中 元 素 的 顺序 . 例 
如 : 


A= (1,2,3). 


与 B= {2,1, 让 是 相等 的 集合 . 如 果 不 加 声明 ， 集合 中 的 元素 
都 认为 是 互 不 相同 的 ， | 
集合 的 包含 关系 C 有 如 下 性 质 : 
(1) 4 c A, 
(2) 若 4 こ B B Bc C,JEZ АСС. 
下 面 来 介绍 集合 的 几 种 最 基本 的 运算 . 
两 个 集合 的 并 (也 称 为 “和 ”): 
设 B 与 C 为 两 个 集合 ,由 B 和 C 中 元 素 全 体 组 成 的 集 
合 4 称 为 B 与 C 的 并 , 记 为 7 
4=BUC, 
注意 ， 4 "авал. 例如 : 
О ={1,3,5}C= (2,3,4), 
则 ， BUe: {1,2,3,4,5}. 
“两 个 集合 的 交 ( 也 称 为 “ 积 ”): 
-由 同时 属于 如 及 C 的 那些 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 B 与 C 
的 交信 记 为 a | 
A= вг. 


йш: В={1,3,5С= {2,3,4} 则 BNC- {3}. 
”两 个 集合 的 差 。 。 


”由 属于 B 且 不 属于 C 的 那些 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 B 与 
C 的 差 集 , 记 为 
”4=8B-C( 或 BNC). 
例如 :B={1,3,5},C={2,3,4} 则 B 一 C= {1,5}. 
集合 的 余 集 : 

若 S 为 一 集合 ,B 为 8 的 一 个 子 集合 ,由 属于 $ 但 不 属 
于 B 的 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 B 关于 5 的 余 集 , 记 为 B, 显 然 
B=S-B. ` | 

ВН, и Вс5,Сс5 н, В- С= ВГ. 

当 4 为 一 个 有 限 集 时 , |4| 表示 4 中 元 素 的 个 数 . 


Y2， 容 斥 原理 


在 计算 一 个 集合 的 元 素 个 数 时 ,我 们 经 常 发 现 直接 求解 
比较 复杂 ,而 用 间接 方法 去 算 常常 比较 简单 ， 例 如 , 设 要 计算 
1 到 600 这 六 百 个 自然 数 中 不 能 被 6 整除 的 整数 个 数 ,要 直 
接 计算 ,就 比较 复杂 ,因为 一 个 数 不 能 被 6 整除 有 以 下 三 种 可 
能 情形 : 1) 它 被 2 整除 ,但 不 被 3 整除 ;2) 它 被 3 整除 , 但 不 
被 2 整除 ;3) 它 既 不 被 2 整除 ,也 不 被 3 整除 ， 这 三 种 可 能 
性 中 , 除 1) 与 2) ЖЖ) 与 3) 有 相 重 得 的 情形 出 现 ， 
2) 与 3) 也 有 相 重 登 的 情形 出 现 ， 按 这 种 想法 去 做 , 既 要 保证 
不 遗漏 ,又 要 保证 没有 重复 计算 ,需要 多 加 小 心 ， 现 在 我 们 考 
虑 与 要 解 的 问题 相反 的 问题 : 1 到 600 中 有 多 少 个 数 能 被 6 
整除 ? 这 个 问题 比 原来 的 问题 要 简单 得 多 ,我 们 容易 算出 ,性 


有 [ 500 ] = 100 个 (这 里 [x ] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 ) 
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于 是 工 到 600 中 不 能 被 6 整除 的 数 就 有 600— 100 = 500 +. 

这 个 例子 所 用 到 的 间接 计算 方法 可 以 叙述 如 下 : 设 S 为 
一 个 集合 ,4 为 S 的 一 个 子 集合 ,那么 

|А|= 151-141, (р) 
也 就 是 
|4|= ISl- 1А|. (2) 

下 面 来 讨论 上 例 的 一 个 简单 推广 . 

Ë S 是 一 个 有 限 集合 , 忆 及 Р, 为 两 个 不 同 的 性 质 ，S 中 
每 个 元 素 可 能 同时 具有 性 质 Р, 及 P,, 也 可 能 只 有 此 二 性 质 
之 一 ,也 可 能 既 不 具有 性 质 P ,也 不 具有 性 质 P,. 问题 是 要 求 
H S 中 既 不具 有 性 原 P. ,也 不 具有 性 质 Р, 的 那 种 元 素 的 个 
数 | 
BAAS 中 具有 性 质 P, 的 元 素 组 成 之 子 集合 ,4, 为 8 
中 具有 性 质 P, 的 元 素 组 成 之 子 集合 .由 定义 ,下 站 4 就 是 既 
无 性 质 P. LEER Р, 的 元 素 组 成 的 子 集合 ,问题 是 怎样 求 
14, 门 41. 我 们 可 以 从 |S| 中 分 别 去 掉 具有 性 质 P, 的 元 素 个 数 
141| 及 具有 性 质 P, 的 元 素 个 数 4j|, 但 这 样 一 来 ,8 中 同时 有 
性 质 Р, 及 P, 的 那 种 元 素 就 被 计算 了 两 次 ,因此 还 要 补 上 4 
中 同时 具有 性 质 P, 及 P, 的 元 素 个 数 14, 门 4;| ,这 就 给 出 公 
式 | 
14, 93 =151—1411—141+14,0)43. Q (3) 


现在 来 把 容 斥 原理 推广 到 一 般 的 情形 中 去 . 设 S 为 一 个 
集合 ,Pl…,P, 是 m 个 (不 同 的 ) 性 质 .$ 中 每 个 元 素 可 能 具有 这 
些 性 质 的 一 部 分 或 者 全 部 ,也 可 能 不 具有 这 m 个 性 质 中 任 一 
个 性 质 . 令 А, (= 1,…,m) 是 $ 中 具有 人 性 原 P,(i= 1,…,m) 
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的 元 素 全 体 所 组 成 的 子 集合 。 于 是 A.E $ 中 同时 具有 
性 质 P, 及 P, 的 元 素 全 体 组 成 的 子 集合 ;而 АГАГА, ES 
PEIRA HERP, Р.Р, 的 元 素 全 体 所 组 成 之 子 集 合 ーー . 
最 后 ,4.( 14。「 И, E S 中 不 具有 P,,…,P， 中 任 一 个 性 
质 的 元 素 全 体 所 组 成 的 子 集合 ， 则 我 们 有 如 下 的 
定理 1 
ANLO- 0,1 151 141+ ZINA- >1А,ГИ,ГИ,! 
+... +(— 1) "JA Na Ant Ф 
其 中 第 一 个 和 式 取 遍 1,…,m 中 所 有 整数 ;第 二 个 和 式 取 沉 
所 有 形 如 (i 站 (izj ,1<i<m, 1<ј<т) 的 整数 対 :-… … 

证 设 为 一 个 元 素 , 它 具有 ko 个 性 质 .于 是 它 在 | 中 
出 现 一 次 ,在 Z|4i| 中 出現 次 , 在 EAA 中 出現 ( め ) 次， 
уж EIA, NAO- Ги | 中 出 现 (和 0) Ж (б< т). 

于 是 , 当 ko 之 1 时 ,0 在 (4) 式 右 方 出 现 次 数 为 

1— (0) + (0) – +... (– 1) (00) =(1—1)®%=0. 

而 当 ko=0 时 ,@ RES 中 出 现 一 次 ,在 其 它 和 式 项 中 均 
不 出 现 ， 故此 时 它 在 (4) 式 右 方 恰好 出 现 一 次 .这 正 是 所 要 证 
明 的 结论 . 

推论 集合 S 中 至 少 具有 性 质 P,…,P, 中 的 一 个 性 质 的 
元 素 个 数 为 ” 

Į UAU- Ual= EIA- 14. M+ EAA. 
一 十 .… 十 (一 Di 人 ич. (5) 
证 RHA . 


14.04. и = 181— IB, 


有 


这 里 
B 一 А ЈА /-- UA, Ы 
应 用 集合 相等 的 定义 容易 直接 证 明 
| B= A PAN ГИ. 
Ф 89У Н ЕЖЕ v НИЕ Щ(5) 式 . 


53. 容 斥 原理 的 应 用 — 


~ 例 1 kl 到 1000 中 不 能 被 $ ,也 不 能 被 6 及 8 整除 的 
整数 的 个 数 . 

解 ” 我 们 用 记号 LCM{al,… ,a,} 表 示 -n 个 整数 4,… 
а, 的 最 小 公 售 数 , 令 S 表示 由 1 到 1000 这 几 个 自然 数 都 组 


-成 的 集合 . 性 质 Р, 为 一 个 整数 可 以 被 5 整除 "这 一 人 性质, Р, 


表示 “一 个 整数 可 被 6 整除 "这 一 性 质 , P, 表示 “一 个 整数 可 
以 被 8 整除 "这 一 性 质 . A G= 1,2,3) Ж S 中 具有 性 质 P, 的 
整数 所 成 之 子 集合 .注意 到 


ил=1-1%®. 1- 200, 
al 1290 = 166 
l |= 1900 517125. 
由 于 LCM{5,6}= 30, 故 
\л,Гил=1-5%0= = 33， 


由 于 LCM1{5,8}= 40, 故 
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_ 1000 ， 
由 于 LCM{6,81= 24, 故 | | 
а, = ( 1000 190 1= 41 
由 于 ОСМ! 5,6,8)= 120, #& 
4,4,4 = [0 ]=8, 
于 是 ,由 定理 1 知道 ,$ 中 既 不 能 被 5 整除 ,又 不 能 被 6 或 8 整 
除 的 数 的 个 数 为 ーー | 
ANANAS ISI- Al- lA- 144+ ANA ANA 
| + JANA- ANAM 
= 1000— 200 166- 125+ 33+ 25+ 41- 8 
=600. 
例 2 ia, a „у n 个 非 负 整数 ， 则 
max{ai,.…,a,}= La- Y mini а а}+ -- 


+(— 1)"*! minfa; а, }. 

证 іс max {а., ---,а, } = Mi . 任 取 一 个 自然 数 
N> М,.%5 981,2, N 所 组 成 的 集合 , 令 性 质 P(l < i< n) 
为 “一 个 自然 数 不 大 于 a”. 具 有 性 质 P, 的 元 素 全 体形 成 之 子 集 
WAA <i<n), 则 4;, 是 S 中 不 大 于 a 的 数 的 全 体 所 成 之 子 
Ре А, и, ПА, 9 5 中 同时 大 于 a - , a, 的 数 所 成 
之 子 集合 ,于 是 显然 有 

4 4 は …( 4 モーmaxig,…,g。 し (6 ) 
另 一 方面 ,由 
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14,|= di, 
JA, A] = minla;,a; y, 


«ез =з s aan... 


14.4, Q (4, = mintasa, 0 y, 
由 定理 1 有 
N— maxla,,@, a }= N- Ya, + У min(a;,a y + 
| | i bj 


+ (~ 1)"min {2,4 ,dn } 


消去 N 即 得 欲 证 之 结果 . 
例 3 bb- b, 为 mm 个 非 负 整 数 ,用 (bi ,…,bi,) 表 
示 b,,…,b,, 这 S 个 数 的 最 大 公约 数 , 则 


LCM {b, b... . b. 1 bb b... Б, 71... (b,- b.) ' 
(ちあ, ちょ) …( ち ちょ ちり") өмү, 


其 中 (on sa) а, > 最大 公 釣 数 
证 由 定义 ,LCM {bi bb. ЕЕ b ,bw É 
除 的 最 小 正 整数 .如果 设 它们 有 分 解 式 


(1) (1) (t) (1) 
ері eo р", ат 20... a, 20 
b= Dp сез pr aT >20 ‚ат 20 


那么 就 有 以 下 公式 成 立 


` 229: 


LCM { > こっ の }= ри `" ° р". 
其 中 ーー ` 


а= max {a ,, а" 1, =1,.…,n. 
由 例 2 的 结果 ,我 们 有 
а= У а%-У min { а“) , а“ }+ 
i ijoi? 


十 (一 1)m+1 min (а а"), j= 1,---, H. 
再 注意 到 


(Cb, ,--, b) =p ре", 
其 中 | 
= mi Gi) Gs) 一 ... 
с, min { a“! зә аб” まっ た 1… っ カ 。 


我 们 很 容易 看 出 有 
pi! eop” = Б Уа, p mata on ) 
п 1 


ビュ ymt 


t+ 


n 1 п 
. ) 
Da 


р (1) 
min 4 1 キキ 1 А п 


1 | п. 
=(b,--b,) - (bi ,b,) nbn)! 
(bb Б) CRT, 
这 正 是 所 要 证 明 的 ， | 
例 4 EKA p 函数 的 计算 公式 ) | 
欧 拉 ф 函数 在 n 所 取 的 值 ф (п) 定义 为 1.2。…, ヵ 中 
与 于 互 素 的 自然 数 的 个 数 . 设 n 有 标准 分 解 式 


n= Р! ` ps: А 
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Ж р ,…,p, 为 互 不 相同 之 素数 , х,>1,1<]<5,5>1. 
用 Р, 表示 集合 S={1,2,…, 力 中 一 个 自然 数 能 被 P, 整 

除 这 一 性 质 (i 二 1,… s) .5 的 具有 性 质 Pi 的 子 集 记 为 4;. 于 

是 我 人 有 。 

ф (m=14 (AFISF 141+ УА, (NA + 


+(—D:IA()-…[ )4.,| 


=п-У L +5 — +..+(—- ° 
ЕЯ У 2 р を P: P; РР; 


=п@а—--)-(1- -- =п[]01- 20. 


pin 


实例 : 由 60=2- 3 .5 得 
-6 La La L216 
ф (60} =60(1 2 ) (1 3 ) (1 5 ) =16. 


例 $ (简化 剩余 系 的 分 解 ) 

BS H k 的 一 个 简化 剩余 系 ， йк, 9> 1 那么 S 有 
如 下 两 个 分 解 性 质 : 

(1) S 是 (k) /p (qd) 个 不 相交 集合 的 并 : 


S= 4i 人 | UA., 5 = ТОЛ ; A NM, = の G テ の) ; 


且 每 个 4 ,都 是 模 d 的 一 个 简化 剩余 系 . 
(2) 5 Ж ç (d) 个 不 相交 集合 的 并 : 
S=B,|}-- (B, .!=ọ (d), B [B = @ (iz), 
每 个 子 集 B, PRE o (k) [po (d) 个 数 ,这 些 数 关于 模 d # 
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[说明] 我 们 取 k=15, d=3 为 例 说 明之 . 

模 15 的 一 个 简化 剩余 系 由 以 下 ф (15) = 8 个 数组 成 : 
S={1,2,4,7,8,11,13,14 }. 

它 可 以 分 成 p (15) /wp (3)=4 个 不 相交 的 集 A ,A, ,4; 
A ,每 个 А, 组 成 模 3 的 一 个 简化 剩余 系 : 

A={1,2} 4,={4,8} 4,={7,11} A,={13,14}. 

它 又 可 以 分 成 (3) = 2 个 不 相交 的 集 В,.В,, Bh В, 
PRA ф (15) ир (3) =4 个 关于 模 3 两 两 同 余 的 数 : 

={1,4,7,13}, В,={2,8,11,14). 


如 果 我 们 把 这 八 个 数 排 成 左 图 的 4 行 2 
列 的 矩形 阵列 ( 称 为 一 个 4 x 2 ),Ж 
么 就 可 以 清楚 地 看 出 ,矩阵 的 每 行 组 成 模 3 
的 一 个 简化 剩余 系 ,而 每 列 恰 由 关于 模 3 
同 余 的 四 个 数组 成 .( 请 读者 考虑 取 大 = 15, 
эю d=5 应 如 何 分 解 .) 
ーー 证 由 上 面 的 例子 容易 看 出 ,定理 中 两 各 
分 解 有 非常 密切 的 关系 ,实际 上 从 一 种 分 解 就 可 以 给 出 另 一 种 
分 解 来 .让 我 们 先 来 证 明 (1) 与 (2) 是 等 价 的 . 
首先 设 (2) 成 立 , 即 有 
S= В.(ү-:(В., 1= o(d), B. DB = (1), 
£ B 中 恰 有 ф (k) др (4) 个 关于 模 d 两 两 同 余 的 数 .从 B, 
B, 中 各 取 一 个 数组 成 集合 4 ,再 从 B. ,…, 了 的 剩 下 的 数 中 
各 取 一 个 组 成 集 4 ,………, 由 于 每 个 如 HA ф (k) 如 (4) + 
数 ,这 样 我 们 就 得 到 o (k) лр (qd) 个 两 两 不 相交 的 集 4, ，…,4 , 
5= ф (К) /р (d) .由 于 1= o (d. HFA B 中 含有 属于 模 的 
简化 剩余 系 中 同一 系 中 的 o (k) /p (Ф) 个 数 ,因而 每 个 A, 者 


Ó ~ A — 
— 
нА 
D 
t 
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恰 组 成 模 4d 的 一 个 简化 剩余 系 ,这 就 推出 (HU ER. MO) HE 
出 (2) ,方法 类 似 ,我 们 不 再 详 述 了 , 留 给 读者 做 为 一 个 练习 。 

由 上 面 所 证 ,我 们 知道 ,只 需 证 明 (2) 成 立 就 行 了 . 设 S, 
为 $ FPE ф (4) TRARA 、 模 d 的 一 个 简化 剩余 系 .我 们 要 
从 3 出 发 将 S 按 (1D) 的 要 求 分 组 . 任 取 一 个 数 r+eS, ,我 们 来 
证 明 S 中 恰好 存在 p (К) Mo (4) ТЖК 互 不 同 余 的 数 nt, 

n” (s= ф (k) /% (の ) 使 п” = r(mod d). 我 们 考虑 模 
k RREN F k/d 个 整数 

rtd, r+2d, = r+ а, (7) 

这 kd 个 整数 是 模 k 的 完全 剩余 系 中 全 部 与 + 同 余 (mod d) 
的 数 .我 们 要 来 证 明 (7) 中 与 ERHAN ф (k) /op (а) +. 

A кє 5, , 故 (r,d)) 二 1. 若 pik 县 pil(r+tD) (lg<t<k/Ad), 
BALH pyd RAEN pir ATAN > p.k S(r,4) 一 1 
矛盾 .我 们 设 整除 上 但 不 整除 4 的 全 部 素数 为 p<… < p, . 
用 DD, 表示 (7) 中 能 被 p 整除 的 数 形成 的 子 集 . 为 计算 DI R 
们 需要 研究 同 余 方程 


r+ xd = 0 (mod p) (1<x<k/2 (8) 


的 解 数 . 由 上 面 的 対 疹 知道 必定 有 prd, AL 
有 唯一 解 ,于 是 (8) 的 总 解数 为 


Ip |= А, (9 
完全 类 似 地 可 以 证 明 
\р,Срд= 40. , 


P: P; 
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… 等 等 .于 是 ,由 容 斥 原理 知 ,(7) 中 与 类 互 素 的 数 的 个 数 为 


= kk Ey 1 
k 1 


一 十 … 十 (一 1)” 一 . 
| 4 Рр 


由 例 4 我 们 知道 ,分 别 有 | 
а= )=ф(ю, 4а- 0) = (0, 
pik P pg р 


这 就 证 明了 (7) 中 与 & 互 素 的 整数 恰 有 gp (k) (の 條 . ` 
现在 我 们 来 证 明 S 中 不 能 有 多 于 o (k) / ぁ (qd) 个 数 与 + 
同 余 (mod 4q) ,不 然 的 话 ,由 于 re 5S,, 故 r 有 wp (qd) 个 值 , 合 
起 来 就 会 得 到 S 有 多 于 
КЕЛ ФФ =o (l) 
个 值 ,这 是 不 可 能 的 . 
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最 后 我 们 来 完成 证 明 . 如 上 所 述 , 取 定 一 个 S，, 令 它 的 4 
p (d) TAHAA r. r (=o (4) .对 每 一 个 ,上面 已 
证 明了 集合 | 

+4, т+24,---, т + d 

HAR ф (k) Mo (4) 个 数 与 上 ERES r 同 余 (mod d), 
而 且 这 就 是 $ 中 与 上 R.# H 5 r, 两 两 同 余 (mod d) 的 全部 
p(k) лр (⑦ 條 互 不同 余 前 数 (mod k) , 记 这 组 数 为 B, ,显然 
ij 时 B, š В, 互 不 相交 ,从 , ,…,B, 中 每 次 各 取 一 个 元 作 
成 一 个 子 集 , 这样 就 得 到 o (k) /p (d) NTE A,A, 
(== p(k) Ара) ,每 个 4, 恰 包含 模 4 的 一 个 简化 剩余 系 ， ij 
時 A; A= @, 这 正 是 所 要 证 明 的 . 

例 6 (素数 分 布 ) | 

设 л (x) 表示 1,2,…,【x】 中 的 素数 个 数 ,例如 : 


л(3)=2, л(5.1)=3, x(V85 )=4,-- 


试 证 明 (O 
lim ーー マー =0. 
x "+ o x 
注 ”特别 有 
lim m (n) =0. 
n" + x H - 


这 表明 前 n 个 自然 数 中 的 素数 个 数 与 n 的 比值 接近 于 零 ,也 
即 几 乎 所 有 整数 都 是 复合 数 . 

证 用 S 中 1.2,…,【x】 所 组 成 的 自然 数 集合 , W 
然 |S|= [x]. 以 p=2 <p<.…<p 表示 前 + 个 素数 .用 
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A,(1<i<r) 表示 S 中 能 被 素 数 (1 <<”) 整 際 的 目 然 数 
个 数 ,我 们 首先 来 求 S 中 不 能 被 p ,…,p, 中 任 一 素数 所 整 
除 的 自然 数 之 个 数 . 由 容 斥 原理 有 

4, --: 04 1=1S1- Ж IA, |+ E |A; Г\А, 


++ DAO ГИ, 
=|[x]— ん 【 テ 1+ 2 T 


= +-...+(—1) Í ] ， (10) 
p p 


| Сыр, 
容易 看 出 ,S 中 每 个 素数 (除去 含 在 ヵ ,…,p 中 的 以外 ) 都 不 
能 被 』 …,p 中 任 一 个 素数 整除 ,而 反 过 来 ,S 中 不 能 被 p， 
…, pp 中 任 一 个 素数 整除 的 数 未 必 就 是 一 个 素数 ,因此 我 们 有 

л(х) < |A,[) DA +r. | (11) 
利用 不 等 式 | 

у= 1<[у]<у+1 

及 (11) ,(10) 式 ,我 们 得 到 


n (x) <(x+ 1) — У (5 -1+7 (+1) – + 
1<і<ғ і I<i<j<r ҮР) 
+(— rt +(—1)')+г 
УС. P, 


r 


=x(1— LL) FFE) tr 
| р р 


=] ロー)+2 け 7 | (12) 
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容易 看 出 有 (应 用 等 比 级 数 求 和 公式 ) C 
l 1 


ーー キモ) っ = G+ 一 + 訪 すう, 
Па 5 ) TI c 5 í 
对 每 个 p (1<j<r),8 S, AWE 
pii 2 p, т 
的 最小 自然 数 , 则 有 (显然 s= 1) 
1 


1 
——-)!>®(1+—— 十 … 十 
EES р). > 01+ — + +. ) 


p< Pr 


тат р 
р‹- p. 


-1 рт 
1 1 1 
— — + 一 一 
>1+ 本 十 可 十 7 
上 | 
> 1+ + +. (13) 
记 e= 2.718281828-.. 为 自然 对 数 的 底 , 则 有 
e= lm 01+), (14) 


而 且 数 列 x= (1+ 一 Г), 是 单调 增加 地 趋 于 极限 e 的 . 


首 先 易 見 


_ d n(n-1) 1 n(n- D(n-2) 1 
x l+n рр wO 123 å m 


n(n- 1)---(n-n+1) 1 
1 2. п" 
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_ すす) ロー 
- け サラ ーー)+ „20 m? 
+ 2) a- 2), (15) 
H! n H n 


当 将 n G J nt 1 时, 除了 多 出 一 


1 1 
(nt 1)! 1ー тт = 0 n+ 1 
外 ,对 应 的 每 项 都 应 从 (15) 式 中 的 二 (1-2) 
_ k-1 Aail , q kzl 
(1 = ) Аў, Т (1 тү) (1 ーー ) , 因 
而 恒 有 
XX (n= 1,2,.…). 
再 由 (15) 有 
1 1 1 1 1 
的 нет 
+... + ч 
= i 


因此 x 是 一 个 单调 增加 且 有 上 界 的 数列 ,这 样 的 数列 一 定 有 
极限 存在 .通常 用 e 记 这 个 特殊 的 极限 值 ,经 计算 知 ,e 的 值 如 
上 所 给 , 且 它 还 是 自然 对 数 的 底 . 

由 以 上 所 证 就 有 ,对 任何 š 然 数 ヵ , 


(I+ 一 L jace, 
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Вр 
1 + Á <et ， 
п 


两 边 取 自 然 对 数 , 即 得 


wat OS ーー 06) 
分 别 取 n= 1,2,…,r 代入 ,我 们 得 到 
I+ +. о +I + ln 1 
= (+ 1) >lnr (对 r>2)， (17) 


由 (12) ， (13) ,(17) 式 得 到 ,对 r>2 . Ё 


л(х) < рК. | ーー (18) 
特别 地 ,对 于 任 给 的 e> 0, 我 们 可 以 取 r 适当 大 ,使 Inr> 2, 


由 (18) 式 就 有 


оа 2н аур 
ーー X 2 x 2 x 
固定 后 ,再 取 x 足 够 大 ， 可 使 
x+! < 
x 2 
于 是 x 足够 大 起 恒 有 _ 
0< nlx) < 。 
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注 上 例 中 所 示 方 法 就 是 古典 的 爱 拉 托 士 散 纳 
(Eratosthenes) 第 法 .实际 上 ,如 果 在 (18) 中 取 r= Јах, 
证 明 , 存 在 一 个 常数 C>0, 使 


| z (x) < 0. 
这 个 结果 虽然 比 用 其 它 初 等 方法 能 得 到 的 界 
CT <a (x) < イー (СС, БЕЖ) (20) 


жире илии КАПИ. КИА E 8 xF 
а TEGET S th АУ, # Pl ИЕ ЖЕЛЕ bu ya К О, 
成 为 近代 解析 数论 中 最 为 有 力 、 最 为 重要 的 方法 之 一 。 有 兴 
趣 的 读者 可 以 看 哈 尔 伯 斯 坦 (Н.Н alberstam) 及 李 希 特 
(H. 一 E.Richert) 的 专著 Sieve Methods (Kfk >») 
所 


(19) 


J Ж 


1. 试 求 前 105 个 正 整 数 中 不 能 被 7,11,13 整除 的 整数 之 
全数 . 

2. 某 校 组 织 了 数学 .语文 .外 语 三 个 课外 活动 小 组 ,每 个 
小 组 每 周 各 活动 两 次 , 互 不 冲突 .每 个 同学 可 以 自由 参加 其 中 
一 组 ,也 可 同时 参加 两 组 或 同时 参加 三 个 组 的 活动 .参加 课外 
小 组 的 学 生 共 有 1200 人 ,其 中 有 550 个 同学 参加 了 数学 组 
460 个 同学 参加 了 语文 组 ,350 个 同学 参加 了 外 语 组 .同时 参 
加 数学 及 外 语 两 个 组 的 有 100 人 ,同时 参加 数学 及 语文 组 
的 有 120 人 ,三 个 组 都 参加 的 有 140 人 . 问 : 同 时 参加 语文 及 
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外 语 两 个 组 的 有 多 少 人 ? ーー 

3. (更 列 问题 之 一 ) 设 有 站 个 人 ,各 标 上 从 1 #j n 这 几 个 
号 码 , 另 有 n 把 椅子 ,也 标 上 从 1 到 nn 这 nn 个 号 码 . 间 : PX n 
个 人 坐 在 这 n 把 椅子 上 且 满 足 第 i(i= 1,2,…,n) 个 人 不 坐 
第 i 把 椅子 的 不 同 坐 法 有 和 多少 种 ? | 

4. (更 列 问题 之 二 ) 试 求 {1,2,…,n}) ik п ЕА pl 
下 性质 的 无 重复 排列 aa- a, 的 个 数 :对 任 一 个 i， 
1<ї<п-1,Заду#а,+1. . 

5.( 容 斥 原理 的 一 个 简单 推广 ) 

ВАУ - ТНА, = (8, Р, ---,Р,) 8н m 个 性 
质 组 成 的 一 个 有 限 集合 . 设 4 (1<і<т) E 4 中 具有 性 原 ア 
的 所 有 元 素 所 组 成 的 子 集合 , 则 4 中 恰 具 有 x 中 个 性 质 的 
那 种 元 素 的 总 个 数 AG) 有 计算 公式 (r>0) 


A()=() È A NA | 


EE EEm 


— (rt!) У 14 fa. (Y ГМ, 


1 << SS j,S 


+= +(— 0)" (m) A NAN-A. 


*6.(k— 更 列 问题 ) | 
如 果 集 合 {1,2,…,m} 的 一 个 无 重复 排列 


а а, a 
满足 以 下 条 件 : 
(DH k NFIX aki, 
(2) 对 剩 下 的 n 一 k 个 下 标 j 成 立 aj=j， 
则 称 此 排列 为 {1,2,…,n} 的 一 个 k 一 更 列 , 集 合 {1.2,…, ヵ ) 
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的 全 部 上 一 更 列 的 个 数 记 为 D, (k), 试 求 р, (к) 248. 

7.(Menage 问题 ) 

设 有 n 对 夫妻 参加 一 个 宴会 ,男女 相间 共同 围 坐 在 一 个 
大 圆桌 四 周 , 若 限 令 同 一 对 夫妻 不 得 相 邻 而 坐 , 问 共 可 有 多少 
种 不 同 的 坐 法 ? | 

提示 :[11 请 先 研究 1<n<4 这 几 个 具体 例子 . 

[2] 在 考虑 一 般 情形 时 ,建议 先 确定 圆桌 的 一 个 辐 
定 转动 方向 ,并 固定 其 中 nn 个 相间 的 座位 给 女 宾 就 座 。 记 之 
为 1,2,…,i. 记 她 们 的 丈夫 分 别 为 DO ,人 @ ,…, 四 , 记 第 元 位 
女 宾 与 第 T 工 位 女 宾 之 间 的 座位 为 关 , 对 1< 和 is<n- 1 ,用 ii 来 
记 第 i 位 女 宾 与 第 i+ 1 位 女 宾 之 间 那 个 座位 .考虑 务 宾 QO u] 
DRR P ARM, 设 男 宾 忆 的 座位 号 为 a， кА a,, 
の 。 符合 要 求 时 ， FIBA 


1 2--n-li n 
n 1 сэ n— 1 (21) 
d, G, dn- а, 


的 任 一 列 中 三 数 必 无 重复 数 出 现 . 
[3] 定义 性 质 P(1<<i<n) 如 下 : 
Ж Рр:а,=1-1 或 ai (2<i<n), 
人 性质 P :a =n 或 а=1. 
记 具 有 性 质 Р,(1<ј<п) 的 排列 a a …a,-1@, 的 全体 
组 成 之 集合 为 4 ,证明 
|А=2(п—1)!. 
一 步 证 明 : | 
A= 3 n- 2)! (1<i<n-1), 
IA A .1=3(n-2)!, 
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|А,Г1=4(п—2)!(1<1<]}<п,уеї+1НЖ#1=1 
| 则 jn). 
由 此 证 出 


Isign 


у 1а 52 l)a- D)! 
以 及 
IA, [4 ビラ ビュ Fn п, ( の 2 ). (一 2)1. 
[4] 最 后 来 证 明 对 1<r<n 有 ーー | 
У ANA NAA, =- (7 ) 


1<i<io<…<irsa r 
一 r)! リー リー バー | (22) 
(0) 设 集合 。 
U MN (м В 


1<11<12<---< уп 
中 一 个 排列 
a, a; --- a, 
满足 某 + 个 性 质 Pao P, .不 妨 (为 什么 ? ) 设 从 这 т 个 性 
质 中 选 定 的 一 个 恰 是 P ,说 明 a, 可 取 nn 及 这 两 个 可 能 的 
情形 一 . жа = п, AER: A T iE a の っ っ 9。 满足 剩 
下 的 fr 一 1 个 性 质 ,必须 且 只 须 从 。 


1,2;2,3;3,3; --;п-2,п-2;п- 1,п-1 (23) 
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中 选取 一 1 个 两 两 在 (23) 中 不 相 邻 的 数 . 

再 证 明 : 设 给 出 m 个 数码 1,2,…,m ,从 中 取出 大 个 数 来 ， 
其 中 任 二 数 在 1,2,…,m СНЕ 9 f (m , ん ) 为 这 种 天 
个 数 的 子 列 取 法 总 个 数 , 则 有 递 推 公式 


fm,k) =ftm— 1,kR)+f(m~2,k- 1). (24) 
再 证 14m 时 有 
fm )=1. (25) 


然后 由 (24) 式 及 关于 m+ k (1 < К< m DHARE 


fm ,k) = ) (lsks(+1)2) (26) 


(注意 対 た >( が + り 2 有 げ (mm ,k)=0). 
在 (26) 中 取 m= 2п- 3 K k=r— 1384935: a, = n ВРА 
(23) 中 取出 テ ヵ ー1 个 满足 要 求 的 数组 成 的 不 同 数组 个 数 为 
( 2 ァ ー テ rー 1 ) | 
| r— 1 
情形 二 . #а,=1. (23) 变 成 
| 2,2;3,3; … カー カー 1 _ (27) 
于 是 上 述 结论 仍 成 立 . | 
(2) 最 后 注意 ,第 一 个 选取 出 来 讨论 的 性 质 有 2n 种 方式 ， 
取出 来 的 每 组 数 | 
n a; `` di 
或 l ар dj 
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(各 有 ( Url ) 种 这 种 排列 ) 在 按 上 法 取出 时 ,对 应 的 
个 性 质 都 各 重复 了 一 次 ,于 是 总 共 重 复 了 r 次 ,而 剩 下 的 一 
个 数 只 需 作 无 重复 排列 即 可 ,这 有 (nr)! 种 可 能 . 合 以 上 所 
述 即 得 (22) R. 

最 后 由 本 章 定理 1 即 得 M, ZAR. 
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习题 解答 
第 九 章 
1. 证: 当 п=1 时 ,结论 显然 成 立 ， 现在 假设 对 п= 
[(1 > 1) 结论 已 经 成 立 . 让 我 们 来 考慮 ヵ = オ 1 的 
情形 ， 也 就 是 有 1+ 1 个 非 负 实 数 x ,x,,… ,Xi 满足 хх, 
хн = 1. 我 们 分 以 下 几 种 情形 讨论 : 
情形 一 . 至 少 有 一 个 x,= 1, 比方 设 xii1==1, 此 时 就 有 


デー テー XXir1 二 1， 由 归纳 假设 即 得 有 x+ 
Tx, 2 1,TËE x, + вх Tx. 2 [+ 1. 


情形 二 . 设 x enx WA ET 1. 由 xr x. = 1 容易 
看 出 , 不 可能 x」, 全 都 小 于 1 ,或 者 全 都 大 于 1 .于 是 
不 妨 可 以 假设 <1 >1. 対 xr … s Oxa 这 | 个 数 
应 用 归纳 假设 ,我 们 得 到 | 
X, F х+ … +(хх н) > l, 
Hx,<1 K x, > 1 容易 得 到 有 
XiXe < Xt Xai l, 
由 这 两 个 不 等 式 就 推出 有 
Xi 十 X? 十 … +X, 21+ 1. 
这 就 证 明了 结论 对 n= I+ 1 也 成 立 . 于 是 要 证 的 不 等 式 对 任 
何 自然 数 ヵ 皆 成立 . 
2. Е: 由 已 知 条 件 (1) ,可 以 假设 P 对 以 下 这 无 穷 多 个 
自然 数 成 立 : 


(I<)n,<n,< eers <п Zo . 


任 取 让 个 自然 数 т, MRA 自然 数 i 存在 使 | 

r = п, 
则 结论 P РА, 已 经 成 立 ， WERA, 则 必 有 B КЖ 之 2 存在 ， 
使 


n -  <r < п. 
因为 已 对 n REARED ,已 对 下 一 1 也 成 立 . 如 此 反复 
应 用 条 件 (2), npr K, 则 得 Р 対 自然 数 r 也 成 立 . 这 正 是 
所 要 证 明 的 . _ 


3. 证 : ”我 们 有 

аа =( 45t y (agf y (ea y, 
于 是 

aa, а, < (@—@-y (“+а, у (yo) 


.. езе» гай y> 
Е _( atat atas ) 


wim 已 有 不 等 式 っ | 
aa... — tan) 


Е 2 m 
成 立 ,那么 仿 上 法 易 见 


0102… аут+1 = (a Aym) CA m, の mi) 
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a+- +a Є totam у 
| 2" 


( at... ат ) (ат ) ‚+1 


2 


一 (ае а,т+1 ү”! 
| I 2m+1 
于 是 我 们 就 证 明了 :对 形 如 n=2"(m = 1, 2, …) ЭХ 27 


多 个 自然 数 , 柯 西 不 等 式 成 立 . 


下 面 假设 柯 西 不 等 式 对 自然 数 n > 2 是 成 立 的 ,要 来 证 
明 它 对 自然 数 n 一 1 也 成 立 . 设 给 定 n 一 1 个 正 数 a,,… a,i 
(n 之 .为 了 利用 对 自然 数 n 不 等 式 成 立 这 一 条 件 ,我 们 定 


义 一 个 正 数 
| а,=(а t = +а,) /(п- D, 
对 а Qn- Lsn БУ HË yq 2750 ЦИФ | 


(atta) 
п— 1 


at +a, トー 


а у 
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Cr- 


-2 
n— 1 
由 此 即 得 ге 
" カー 1 
这 表明 柯 西 不 等 式 对 n— 1 个 正 数 的 情形 也 成 立 .于 是 由 上 
一 题 中 的 反 归 纳 法 原理 即 知 , 柯 西 不 等 式 对 任何 自然 数 n E 
成 立 . 


4.1Е: ЯЕ п= 2 RE, ВАЕ ? 
1 一 


< а-ә U- 
СОТО сук < ` [(I—x)+(I—x2)] ` 
将 上 式 通 分 并 展开 简化 知 就 是 要 证 明 
х,(1—х) (х,— x) <х,(1—х) (x,— x). 
情 形 一 . 若 x, 一 x 之 0, 则 只 需 证 明 


xi(1— x) <x.(1— x), 


此 即 要 证 
x2— х\* < X; 一 XI ° 
也 即 要 证 
| | xz 十 Xi < 1, 
而 这 是 显然 成 立 的 . | 


情 形 二 . 若 x, 一 x < 0 , 则 只 需 证 明 
х,(1-х) < x,(1—x) , 
由 情形 一 一 的 证 明知 (在 情形 一 中 将 х 与 x, 交换 即 可 ) 这 不 
等 式 是 成 立 的 .这 就 对 n=2 证 明了 所 给 不 等 式 是 成 立 的 . 
当 ヵ = 22= 4 时 ,注意 到 但 等 式 
X 1 X> ХХ хх, | X. X. 
(x+x,+x-+x)* `. "(x + x22 (x; + x)? 
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(0+0 )( зз ) , 
利用 n= 2 的 结论 易 分 别 有 


x _ „_ О) ж) 

ーー (о +? > [(1—ху *E(1-— х) Ë ° 
XX4 (1— x) (Í — x4) 

бө x < a хәр | 


で 
(1- ® (q алу 


[(1— 255) +(1- 2а ур ТЕ 


а=) + U- 
[I х) +(I-x)+(1—x)+(1-—x)] — 


将 以 上 三 式 代 入 所 述 恒 等 式 右边 ， 整理 即 得 


ХуХ,ХзХа 
Ge+ а? xt ч; 


ы m х) Ori- + (а хә] i 


这 证 明了 所 述 不 等 式 对 ， = 22 也 成 立 . | 
现在 设 对 n=2" 不 等 式 已 成 立 , 则 对 n=2"*! 的 情形 


”230 - 


我 们 有 有 
Хүр Xamal 


amt 


(x.+ 十 ym 1) 


一 | т * арт 
(x + + Хут)? (хуп, | 二 0? 


+. T+ Xam an e Хут 
し 


( y” 2' m 
x Ce 
x + s.: + Cam - хә". * 十 m} 了 ) 
[y (en) 
| 2? 


< ( ] — x ) © ( 1 一 Хут) | ( [一 Хут, |) ーー (かり 
(A= x+ 0 Xa) J?" [(I— xm ) +q... +(F- xoa) 
$í 


_ (2m— x|— mn) (2""— ху» __ ーー X,ar?) эт 
ーーー Xm) + (2"— Xam., 7 Дун ) ] > 


_ (1 ユーx リー (1—х»ш+1) 


y 下す] 


1-х) ++ 01-х) Б 


ГА КИЕ Z RERU n= 2 (= 1.2, ) WJ 62 £ + 
日 然 数 竺 成 立 . | 
现在 设 所 要 证 的 不 等 式 灶 п=1({>®2)ВЎ EKE r: 
хў п=1—1 也 成 立 , 设 任 给 出 [一 了 个 实数 这 | хы. 
0<x <1/2.=1.… ,1 一 1 .定义 
х=(хү+ + дү) A ({—1), 
ПИВО, КМ п =| 时 成 立 ,于是 就 有 


AAA < (コー …(1ー ャ (1ー ュ 
(хт + x. + x)! 1ーx リ キー キー x.) +(1— x) ]' 
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Xt ee TX - T Xx, = (xt t ху), 


_ 
[—1 
= 1 10-х) + 00х01, 

我 们 就 得 到 
XXX < (1—хд---(1— х) 

NM ` (1-х) +... +(1-x_-p)) 1 | 

赴 所 要 和 天明 的 . 

КЫ КЕЗИНЕ 华 , 并 利用 第 2 题 的 反 归 纳 法 ,立即 得 知 
所 给 不 等 趟 对 一 ША ЖУК n Ë 成立 . 

5.1: 

(1 证 法 一 .将 恒等式 
(п +1) n=8n + 28яп°+ 56п°+ 70п*+ 56+ 28п?+ 8n+ 1, 
8— (n—1)°= 8(n— 1)7+28(п— D ° + 56( ヵ ー 1) 5+ 
70( ヵ ー 1) *+ 56 ( n- 1) 2+ 28(n— D2+8(n— D+1, 


3#— 28= 8(2)7+ 28(2) + 56(2) 5+ 70(2) ++ 56(2) 3+ 28(2) 2+ 
8(2) +1, 

25— 18= 8(1)?+ 28(1) $+ 56(1)5+ 7001) *+ 56(1)°+ 28(⑪ ?+ 
8(1) +1 

的 两 边 分 别 相 加 容易 得 到 

(n+ 1)#— = ву, К+ 2), К+ 56), К+ 1È kt+ 56у k? 


+ 28у k?+ 8), К+п, 
利用 本 章 正 文中 的 (8) 一 (13) 式 代 入 上 式 ,我 们 不 难 算得 所 
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证 法 二 .由 数学 归纳 法 来 证 明 . 
当 n=1 时 ,所 给 公式 显然 成 立 . 
假设 公式 对 n=k 成立 、 即 有 
> m= E (3К*+ 1074 14К*— 7k° 2k?) , 


则 我 们 有 
ゞ т'=У т'- (К+ 1)' 


т] 


= > (3 だ + 1287+ 14° 7k*+ 2) + (К+ 1) 


= 1 чао 1) 140+ 07а) 


+2(k+1)?] + (K+ D7- fr 13(8K+28k 56k 
+ 70k*t 56k°+ 28k°+8k+1)+12(7K+21k+35k* 
+352+214°+7к+ 1) + 14(6k°4 15К®+ 20k°+ 15k? 
+6k+ 1) — 7(4kš+ 6k: 4k+ 1) + 2(2k+ 1) | 
= рзд 120+ 10+ 140+ DS— 7(k+ 1) 
+ 2(К+1)*]. 
于 是 要 证 的 第 -一 个 公式 对 n= k+ 1 也 成 立 , 从 而 它 对 一 切 
自然 数 ヵ ЗЕЛЕ ЕТЕНЕ АЕ М п 二 n(n+ 1) 有 
カイ (3 カー 4+ 2) = n (n + 1) (3mln + 1)— 4и(п+ 1) +2) 
= {+ 2п+ 1) Gni + бп – п?— 4п+ 2) 
= nn + 120+ 14п#— 702+ 2) , 
送 就 完成 了 (1) УЕН. | ・ 
第 (2) ,(3) 小 题 可 以 用 完全 相同 的 方法 加 以 证 明 .关于 
本 题 中 所 给 的 两 种 不 同方 法 的 比较 ,有 两 点 需要 说 明 .第 一 ， 
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将 等 种 计 法 详 述 出 来 可 以 看 出 ,用 数学 归纳 法 的 证 明 在 本 题 
中 涉及 的 计算 要 稍 简单 些 .第 一 ,用 归纳 法 证 明 , 必须 预先 知 
道 结论 ,而 这 是 归纳 法 本 号 不 便 解 决 的 ,利用 恒等式 的 证 法 
则 可 以 在 并 不 知道 结论 的 推理 中 给 出 这 个 结论 来 ,一般 说 来 ， 
仅 在 已 知 结论 或 对 结论 有 一 个 猜测 的 结果 时 , 方 可 应 用 好 纳 
法 加 以 证 明 或 验证 其 真 伪 . 
(2) 由 n= n(n+ 1) BE 
(2п+ 1) п(5лт'— 107+ 913 一 3) 
=(2п+1)п\п+1)(5п°(п+ 1) 10r (n+ 1)? 
+ 9n(nt+1)— 3) 
= п(2п?+ 3n+ 1) (5и6+ 15и + 5п%— 15n3— p+ 9n— 3) 
= ң(100%+ 45п'+ 60n— 42n4+ 2012 一 3) ， 
故 具 需 对 第 一 个 等 式 用 归纳 法 证 明 即 可 . 
n= | 时 结论 显然 成 立 .假设 m=k 时 有 
У mt = 30 (ТОК + 45k + 60k? — 426° + 202—3). 


m= 1 
则 n=k+1 时 有 
У т= У т*+(К+1)* 


т 1 m=] 
= (10К°+45К°+ 60k" 42k + 20k2- 3k)+(Kk+1 )° 
= r. [10 (K+ 1)°+45(К + D54+ 60(k + 1 ) 7 
ー 4206 К+ 1)5+ 20(k+ 1)2— 3(k+ 1) ]+(&-+1)* 
一 8 [10 (9k`+ 36k "+ 84k°+ 126k:+ 126К* 
+ 84КЮ+36К?+ 9k + 1) +45(8К7+ 28k°+ SOK 
+ 70k*+ 56k*+ 28k°+ 8k +1) + 60(7К°+ 21kS+ 35А 
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PISAH Дк JK ра = 42 iai 10/7 
FIOR? SA 1) + 20) ЗАТЕ ЗА + 1) 3] 
] ーー ーー , 
テーー ォ 10 k- 45 (た 60 
00. 
—42(К®1)°++20(6Д h Pe 3ik t p]. 
IA JARCA n= k+ U, piis Ш рс 1 УА 
(3) ТЕА 
が (2 チー ӛт бп— 3) 
デカ (カオ ion (nt 1) = 5н (л4 DA близ В = 3) 
= пб (Dnt On tn $ n+ өп 3) 
= On 158° 14n + 0—30). 
АКА АЙЯ; У СН ТАА uE Шр. 
п= 1 Ъ КН. н А ВУ 
t ! А ` 
Ў RM ORY+ 15k*— HR 1045 МО). 


mol 


ЛИТЕ 


人 二 | 
> m° = У, m+ (К+ l)’ 


FÍ mÍ 


= 0 (2AP 10+ 15k" 14К°+ 10 だ ー3 だ ) 
+(k+ 1)? 


— -5 [AA+ 1) lG K+ HIS+ 1) 


TIMA 91° 10( 人 1) ネー 3( た 1) 1] 上 (た キ 1)9 


ー р (00+ 45К*+ 120k7+ 210К°+ 252k° + 210 kt 


+120k + 45k?+ 10k+ 1) + 10(9kš+ 36k'+ 84k‘ 
+ 126k 5 + 126К*+ 84k°+ 3602+ 9k+ 1) + 15 (8k 
+ 28К°+56К°+ 70К*+ 56k°+ 28k’+ 8k+ 1)—14(6kŠ 
十 1SK + 20k:+ 15k?+ 6k+ 1)+ 10(4k:+ 6k2+ 4k 


+1)—3(2k+1)] 
= -5 [2(К+ 1)'°+10(К+1)°?+15(К+1)* 

一 14(K+ 1)°+ 10(k+ 1)+~— 3(k+ 1)?], 
于 是 结论 对 n=k+1 也 成 立 ,从 而 对 一 切 自然 数 ヵ 皆 成 立 . 
第 十 章 | 

L.W: 由 于 Р=Ё,=1,ЁХ (91) RX п=1 成立 . 現 
在 假设 491) 式 对 1<п <А WOR, RIEZ n=k+1 
的 情形 .由 本 章 中 第 (8 ) 式 我 们 有 


F. = F, + F, 
VS | 
(1+ Vs 0. А 201-5): 
-r (па пут 
十 _ 4 4(1- Vs )*! 
SEREDE (I+ AS DJ | 
(+ (1-5 ) | 
ру - усуп (6-2/3)) 
2*'!,/5 (1+{/5) 
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(I+ VT) | a- 3 ) ) 


2 G+ іт 
(14/5 (1— s )*^'' 
- 75 | 


这 证 明了 (91 ) 式 对 站 = 大 十 工 也 成 立 ， 二 是 (91) 式 得 证 ，. 
注意 到 hn 之 1 时 有 


YS -1> 0 
以 及 
(Vs —1)”< 2", 
于 是 恒 在 
‘V5 —1)" 
0 < — <l, 
VS .2" 


又 因为 F, 是正 整数 , 故 有 (92 ) 式 成 立 . 

2. 证 : H L,= зз 知 .(93) 式 对 ヵ =1 成立 . 
现在 假设 (93) 式 对 1< ヵ < BER. EKE ヵ ニ た + 1 
的 情形 .由 本 章 (10) долна 

L,. = Lit Le-. 


(1+/5)*+(1—/$)*+2(1+,/ 5) 2001/5) 

„тузу та ys YS зза) 

ーー а 
2**! 1+、/ 5 (ї+/5)? 


(1—/5 +4-VS E ) 
(1+ YS jkt! 
| (1— /ss )#*! N 
-yS + Уд 
20-1 | (I+ VS 人 
(I+ 1/5 К (1 5 ) だ 1 
10093) 式 对 于 = 大 + 工 也 成 立 ,这 就 证 明了 (93) 式 . 
Е ТИРИК е 
(< — р)" 
О < — 
LLK L, h F 38 OD 式 推 出 (94) 式 成 立 ， 
3. 证 : 
(1) 了 我们 用 数学 归纳 法 来 证 胃 (95) 式 .由 于 
Fi— FF;=1-2=(-1),, 
故 (94) 0 и= 1 成立 ， | 
假设 (95) 式 对 n= 上 (k>1)ttpk a, B 
| Fi. — ЕЕ. з= 0-1), 


KERORA БАИ 


一 * 


<] 


Ег Е.Е, з 
=F... (F + Fr)— F, (F. + F.,2) 
= РЕ. Fisi 
=—(—1)*=(—1)'"! 
这 证 明了 (9S) 式 对 天 = 大 十 上 也 成 芯 . 故 (9$) 式 对 任何 自然 
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数 皆 成 立 . 
(2) 仍 用 数学 归纳 法 来 证 明 (96) 式 .由 于 
Е,=Е,=1,Е, = 2 ,F,=3, 
因此 F F,=1 =F2 , F. F,+ F, F,+ F, F. 
=1+2+6=9=ЁР2. 
故 (96) 式 对 n=1 及 n=2 成 立 .现在 假设 (96) 式 对 n=k 
(k> 2) 己 成立 , 即 有 
FiFst+ F,Ft+t. +F y- Fy = Е > 
则 由 本 章 第 (8) 式 以 及 上 式 就 得 到 
F F,+ F,F;+ ++ +F a-i F, t Fy Foai + Fasi Рә 
= Fý + Fy Fsi t Е. Faso 
= Fy(Fyt Е.) + ЕКЕ; 
= КЕ ЁК, kr2 
=Fy+ Fyt Е) 
=F. ， 
这 证 明了 (96) 式 对 n=k+ 1 也 成 立 ,于 是 (96) 式 对 任何 
自然 数 п WRA. 
(3) 仍 用 数学 归纳 法 来 证 明 .由 于 
F =F,= 1,Ё;=2,Ё,=З,Е;=5, 
因而 
F R+F Б =1+2=3=FB2-41, 
F, F.+ F,F,+ FR F,+ F, F,=1+2+6+15=24 = デー1 、 


Вр (97) 式 対 n=1 K n=2 成立 . 
现在 设 (97) 式 对 n= 二 k (К> 2) 成 立 , 即 有 


F F.+F,F,+ 0: + F, Б. = Fx! 
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那么 由 本 章 (8) 式 以 及 上 式 即 得 
F, F,+ F, Ft. + R, Б Кы, Ку Бао Bres 
= Бі, —1+E 、 + Б ‚Еу 
= Fa: ОБ, 1+ Fae) + Ey F, Tl 
= Fies (Pait E...) 1 Е 
= Faa T 1, | 


ХОРЫ] (0702001 п= кз 1 ERX TE (97) ЖЕНЕ. 


О 2ЕЕЕ,=3 =8- (2+ 3) =F,-(2+3) , 
Н Sa Kaj n=] 及 ヵ 三 2 15 ポッ 
ою RIN k (k> 2) 成 立 , 即 
КЕ (КЕТ) Fyk- + 2F, + F,= Fa (k+ 3) , 
则 下 本 章 (11) 式 .上 式 以 及 本 章 (8) 式 有 | 
(К+ 1)Е,+ KF,+ -+2F,+F,, | 
=(kFi+ {k> DF, t 2Е,. + F)+(F + ЕЖЕ F...) 
=F, (КЪЗ) нЕ, 1 
=F, — (k+ I+3) , 
因而 (98) 式 对 n=k+ 1 BD РЕ (98) 式 対 任 何 自然 数 ヵ 
КБР УДА 
(5) 租用 旭 纳 法 证 明之 .由 于 Е,= Р, , hk (99) 式 対 
m=1 成立 ,这 里 我 们 用 对 于 m 的 归纳 法 . 
现在 设 (99) 式 対 m= k 成立 (た > 1), 即 有 
: Fi>Ft, 
иал дыд ERE 


E 260 і 


| Faik OS Enken” F- Ё, +E, F> Fy Fy 
= P, (F,,+ Fu) 2 F. Fak 
>F, F, = ЕК"! ” 


这 表明 1991 式 对 m= k+ 1 也 成 立 ; 故 (99) 式 对 任何 自然 
т 及 n WRL. 
(6) тж (25) ` 及 (20) 式 就 有 
Бу Б F+ F F. 


J IE ДЕТ ЖЕНЕН] Н) (100) 式 
(7) 由 于 F,=2 ,Е,=5 ,F.= 8 上 =21 ,故我 们 有 
F,=2=45- D / 2= (F.- 11 ⁄ 2, 
F+ F= 10=(21-1)})/2=(R-1)/2, 
这 表明 (101) 式 对 ma=1 及 mn=2 PRA. 下 面 假设 (101) 
Жы п (о 1) 成立 , 即 有 
F+ Fto +F,= (Бы 1) 72 ， 


ЕЕЗ (В) 式 及 二 式 我 们 有 


Fyt F + “+ Et Ras 
= Ei- 1) / 2+ Рун 


Е ua 1 


2 
Еа Еа i 2 Fs-l 
2 72 


这 表明 (101) 式 对 п=К+1 也 成 立 , 故 (101) 式 对 一 切 正 
整数 ヵ WRA. | 

4 证 : 我 们 对 n 用 归纳 法 进行 证 明 . 当 n = 1 84,0102) 
式 显 然 成 立 . 

现在 设 对 1 < n< k= 1 W# (102) 5З (к> 2), 
当 n= k 时 我 们 由 本 章 (25) 09 ` 

Е,„= Fu-Dmim Povm-iT nt Fen (1) 

由 归纳 假设 ,我 们 有 た に ,于 是 由 (1) 式 知 ,下 整除 


(1 ) 式 之 右边 , 即 得 FF, | Fim, 
这 表明 (102) 式 对 n= k PRA ,于 是 (102) 式 对 任何 正 整 
数 n K m 丝 成 立 ， 

证 法 二 . n=1 时 上 面 已 验证 成 立 , 设 (102) 式 对 
n= 1 ,… ,kk 一 1 都 成 立 ,下 面 要 证 (102 ) 式 对 n= k 也 成 


EE 


А. 


对 n> 1,m> 1, 由 本 章 定 理 4 中 的 两 个 计算 公式 ,我 
们 有 


F.L, + Fn 
_ ((I+t /s )x-(1- /s D a /5s) 014/5 7 の) 
VS 2"+т 

‚ (а+у$)"-@-//$)”)(П +/5)"+@—,/$)) 
| Ы 5 2 "т 

((1+、/<) (1 "+т | 
| 28) C атуу) - 2F,,,. (2) 

v52 


在 (2) 式 中 取 n= (к-1) т 即 得 
2F =2 Fns -Dm = FLo-vnt Fa-nm L, . (3) 
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由 归纳 假设 有 F, | Fann X Е, | 天 ，, 故 由 (3) 式 即 得 到 
F, 2F,,. 
ЖЕ, AAR W ERA H ЕДЕ. 
ЖЕ, 为 偶数 , 则 由 本 章 定理 3 的 第 二 个 结论 , 忆 也 为 偶数 . 
由 归纳 假设 有 天 已, оз ñ F, 为 偶数 ,故此 时 Fw n ENB 
数 ,再 由 本 章 定理 3 的 第 二 个 结论 又 有 Li.10 为 偶数 .于 是 
(3) 式 可 改写 为 


Кы = Ft i ) 十 Fu_ pm( La ) Ш (4) 


由 上 面 所 述 知 ,这 里 的 と に 2 Íj L, 2 BARA, Н 
Е „1 Fa- CHARER) ,于 是 由 (4) 式 即 得 , 当 Е, 为 偶数 
时 也 有 F,|F,, , 即 (64) 式 対 n=k 也 成 立 ,证 毕 ， 
5.18: 我 们 由 定理 4 的 计算 公式 有 
Е; 一 Fs Fay 


] 一 
= zm (n V5 J+ (1 一 VS tA VS )4 


татуаж неа /s 982 ) 
(-2) (I+ /s )*G1— 4/5 )* 
= ——O—r n + 


5.2 8k 
(1+ 4/75 ) +201 /s )*c2((1+ S5 )3+(1—/5) 
wauwa—w—rr T 
4 4k-2 
- DALAT р, (5) 


利用 此 式 立 即 可 得 (Fw ,F443) = 1 ,因为 若 有 
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(Faro Fap) >l., 
ЖИЫ АЛ PR, PFa . P|IF,/ 由 (5) 式 就 有 
PCF に Fa ,十 是 P11 .这 不 可 能 ,证 毕 
证 法 .. 由 本 章 (100) 式 有 
Fa s L. For > 
| F... = Loksi Рз. 
ШАА ЯЕ 2 有 | 
(F... Fa) = 1 o as а) = 1. (6) 
叉 由 本 草 EDRR | 
= Fagit Fakai o 
ДЯ СД, Fak) > СЯ 上 式 表明 也 有 
(F,- Б) > 1, 


Т. КОШ 和 
_ (F,,., N f, + Faga) > |. 
也 就 是 有 


(F, F.) > 1, | 

而 这 与 (6) 了 矛盾 ,于 站 只 能 (Ls, ЕТЖ 
证 也 有 (L. Б) 1 ,于 是 推出 

| (Fs, Fa =1. 

6. 证 : ж 3| ヵ , 可 設 п=3 m , 在 本 章 (102) 式 中 取 
m=3, n 为 这 里 的 m НИЗ Е,|Р,„ BEJE, ,由 于 

= 2, 2|F, . 反 过 来 . 设 有 2|]F, ,我们 要 来 证 明 必 有 
31 ヵ . 

Жїн УЖ n=3 kil, 0<1<2 

# = 1,00 n53k+1,H 21F, 就 有 21 チ .。」, 
又 因为 2= F, ,3|(3К) ‚їшї ожор, ; 
Б ll Fsg 合 起 来 有 
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2|(Ёз , Ез), 
这 与 本 章 定 理 2 矛盾 . 
车 1=2, 则 n=3k+2, 由 2|Е„ 就 有 2|F;,,，, 另 一 
方面 由 3 (3 k+ 3) (102) R, LA R) Fes B2 Ки, 


因此 又 有 | | 
21 (F зә Faga) 5 


这 仍 与 本 章 定 理 2 矛盾 . 
-由 上 证 知 21 五 BE n=3k+l B ./ デ 1.2, 故 具 能 / 0, 
于 是 3|P | 

现在 设 4|n ,由 本 章 (102) 式 有 FIF, , 由 Е,=3 即 得 

3|F . 反 过 来 , 设 3 上 EF, ,我 们 要 来 证 明 必 有 41n. 
不 妨 设 n=4k+1,0<1l<3. 

若 1=1, 则 由 3 已 有 3 天 ,又 由 本 章 (102) KAJ ЕЕ, 

Вр 31 已，, 因 此 有 | | 
3I (F, , Fan ， 
这 与 本 章 定 理 2 矛盾 . | 

若 1=2, 则 由 3 有 ЗГЕ, AER (102) 41 

ЕЕ, -80 3| Fp, „КИ 
| 31 (К, Е) > 
ЭХЕ КЖ 5 АЙНУК ЖОР. - 

若 / デ 3 .ЙЕЗЕ 有 3P。.、, 又 由 本 草 ( 102) RA FE uri 
ВИЗЕ, , 逆 有 ーー 
CFE, F... 
这 仍 与 本 草 定 理 2 F. | 

HA ЕЛЯ, ОВЕ l = 0, 410. 

7 .证 法 一 (用 数学 归纳 法 ) 

当 ヵ =1 时 ,结论 显然 成 立 ,又 如 果 4 ,а … .g。 中 有 
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一 个 数 为 0 , 则 结论 也 显然 成 立 , 故 不 妨 假设 
0 <a, <a, S- <a, . (7) 
如果 =a, ,那么 由 (7) 式 就 有 
a の ニー =а,, 
此 时 显然 结论 也 已 成 立 , 故 不 妨 可 以 假设 | 
а <a, . (8) 
设 当 1= 大 -工时 结论 成 立 , 即 有 
(аа-а) Т < — йш. , (9) 
那么 当 = 大 时 有 


(k= 1) LELTE ta, 


a+a+-- +a, _ К 1 

К К 

datat -ta _ atat. ta- 
_ k р т 十 у = 

К 
ia 
a Еч A- + n . (10) 

IH (7) ,(8) 两 式 易 见 
atat --- +a; (К—1)а, _ 

k- 1 ~ ki e 

_ Atat- +a- 

な イー Uthat ta p= h k- 1 
A= 07а р 


一 1 ° k ' 
则 4 >0,B>0 ,于 是 我 们 有 (最 后 一 步 用 到 (9) 式 ) 
(LG Le y = (A+ B) > 4+ КА! В 


= ( atat- +a. ‘+. ( atat. +a- у 


К 1 k— 1 
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这 表明 原 不 等 式 对 п= k 也 成 立 ,因此 不 等 式 对 任何 正 整 数 
п YRA. | 

证 法 二 .我 们 给 出 如 下 的 反问 归纳 法 原理 、 

定理 

设 al ,0 q. … 是 一 州 止 整数 уа, ЖН 
于 无 穷 . 如果 

(1) 命题 А 対 送 列 正 整数 中 母 全 а, WROL, 

(2) Е“п= К+ 1 时 命题 4 成 并 "这 一 假定 下 可 以 推出 
“命题 А 对 n= k EROL”, 
那么 命题 А 对 所 有 下 整数 n 皆 成 立 . 

关于 这 个 定理 的 证 明 ,可 以 用 反 证 法 很 容易 导出 ,我 们 
把 它 留 给 读者 作为 一 个 练习 . 

下 面 我 们 先 用 数学 归纳 法 来 证 明 所 述 不 等 式 对 п=2' 
7= テ 1 ,2,，…) 成 立 . 


我 们 有 (ат -a7 )?>0, 
(ааа) 7 < (a +a, /2, (1D 
于 是 结论 对 r= 1 成立 . 
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没 结论 对 r= УШНА 24 AE ВИ 


И b+ b.- р, 
h)? < —- 一 -一 


(b b. … b, 7 (12) 
则 由 (11) .(12) 式 我 们 用 
(Ge 27 
| | っ た 1⁄2 
= (aa а.) Г (ам ану, ак) | ) 


‚УК | L 


ye + の dakai t dap aot ау] ) 


_ + dt + 5+1 
ーー э k+l 
РА 
这 征明 了 结论 对 形 则 An=250=1,2.…) 这 一 列 正 整数 都 成 立 . 
现在 设 п=К 时 结论 成 立 , 凤 对 仔 意 下 个 非 负 整数 有 


(biba b) ES l (13) 
则 特别 取 b-a; ささ よー1) 以 及 
b = аъттар 
РЕТ | ル -ー 1 L 
代入 (13) 式 有 


ааа < Gat ta th. 
k- 1 k 
> (а-а. bb 
. 4 0. з r | 
=(a сау < шы Hi ): : 
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两 边 同 除 以 ( ЧТ ФК ) ар к 次 方 即 得 结 
论 对 任意 上 一 1 个 非 负 整数 也 成 立 .由 上 述 定理 ,所 给 结论 对 
任何 正 整数 п 皆 成 立 . 

8. 证 :我 们 设 两 堆 棋 子 数 各 为 п.п. 

п=п+п, , 

HT n, £ n. , 故 不 妨 设 1<п<п,.ГЖ®п>3. 

车 n= 二 3，, 则 必 有 n=l ,n, 二 2 .于 是 , 先 取 者 可 在 第 二 
堆 中 取 一 粒 , 剩 下 每 堆 一 粒 ,不 论 第 二 人 怎样 取 ,最 后 的 棋子 
总 是 由 先 取 者 取 到 , 故 先 取 者 可 以 必 胜 . | 

设 对 n< k (k> WERE RIDERE n= n. + n, 
=k+ 1(1< n, < n,) 的 情形 . 设 先 取 者 为 甲 ,后 取 者 为 乙 . 

看 可 从 第 二 堆 中 取出 mon ЖЕУ, РАНЕН ЕЕ 
各 有 n 粒 棋 子 , 乙 必須 以 某 一 堆 中 取出 粒 , Tal <и. 
王 是 剩 下 两 堆 ,一 堆 有 п, 棋子 , 另 一 堆 有 nol r ,显然 

т+(п—1) <2т-1<п+тъ-—2= К 1. 

WR k=3, Шие ип, = К+ 1=4, ЕА АВЕ n=l, 
п=3 , 甲 先 取 3 一 1=2 粒 后 , 剩 下 每 堆 有 一 粒 , 则 易 见 甲 
ХЕ WR К>» 4. Wj К—1>3,1 E ЕАК 3 
下 列 的 游戏 :有 两 堆 棋 子 ,各 有 m = n — 1(1<1 < n) E K 
m= n, imt т, < К 1,2M 1= п Е 26 (H RE 
ヵ 」 料 棋 子 的 那 唯一 的 一 堆 全部 取 走 即 可 ) ;各 I< т, 0 
这 证 让 上 而 归纳 假设 中 假设 过 的 先 取 者 可 必 胜 的 : ИЕ. ОНЕГЕН 
ИДА ДЕ GEEH . 乙 各 取 一 次 后 仍 轮 到 甲 为 先 取 者 ) ,这 
性 完成 了 证 明 . 

9. 证 : 


‚5%. 


(1) 容易 看 出 ,n= p .2' 的 全 部 正 因子 是 以 下 这 2 (r+ 1) 
全数 : 


on)=(p+ 1)(1+2+ -+2)= (p+ 1) (271 1). 
当 p= 2 一 1 时 我 们 有 
O(n)=p(pt+1), 
2n=p.2 = р(р+1), 
故此 时 G (n)=2n, I n 为 ( 侦 ) 完 全 数 . 
当 p> 2 サー1 时 有 
2'“!<р+1, 


而 


即 

(р+ 1) 27 +1 р.2'+1 < р+ 1, 
此 即 

(p+1) (2 ロー1) <р.2'*!, 
于 是 


O (n) < 2п, 
故此 时 n=p-2" 为 一 个 不 足 数 . 
当 p< 2 1- 1 时 则 上 可 证 有 


(р+ 1) (21—1)>p.2"1, 
即 有 р р 


O(n) > 2п, 
故此 时 п=р-27 为 一 个 过 剩 数 . 
(2) gp' 的 正 因数 是 以 下 2(r+ 1) 个 数 : 
1 あの, の 9 の 9 の っ 9 ・ 
于 是 我 们 有 
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G(gp') =(q+1)(1+p+-..+ p') 
гъ 

= (4+1) アーー ト 
ヵ ー 1 

于 是 , 当 ーー2 一 覧 ビー =1 时 有 


4+1 _ っ _ рт 1) _ 2(р-1) р" 
q +1... 1 р*!— 1 * 
(U Corti DD) Cp 1) 20р. 
于 是 
о\ар)= 2‹ар”). 
故此 时 n= gp' 为 一 个 完全 数 .完全 类 似 地 可 以 证 明 , 当 
q+ > 1 时 gp 为 一 个 过 剩 数 , 面 当 
2 ーー <1 时 gp 为 一 个 不 趾 数 ， 
第 十 一 章 | 
1 .证 : 设 奇 素数 pj (x?+1) 、 即 整数 x 满足 
x+i=0 (mod p) , 
这 表明 一 1 为 p 之 平方 剩余 ,由 该 章 引 理 7 即 得 , 必 有 
p= 1 (mod4). 
2 .证 : 设 奇 素数 p| (x 一 2) , 即 整数 x 満足 
x2— 2= 0 (mod p) , 
这 表明 2 是 p 之 平方 剩余 ,由 该 章 引 理 9 知 , 必 有 ps 
+ 1 (mod8) ` 
3 , 记 p=8n+7, 由 该 章 引 理 9 知 ,2 必 为 了 之 平方 
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剩余 ,于 是 必 有 x 使 


xè = 2 (mod p . 


从 而 ーー 
М .,.5=241— 1 6 1 テモ ャ ビー 本 0(mod が . 
于 是 | ーー | 
| pf 
plM, ш 4 2 | | | 
由 于 a51 if ре 15 不 为 素数 , 故 必 对 n> 2 才 有 题 


给 条 件 实现 . 当 п> 2 时 有 p>23 ,从 而 有 
р\р-— 12) > (23) (11) > 5, 
即 有 | | | 
| р-4р+3 > 8(р+1), 
此 即 | | 
MODED рр. 
由 三 项 式 定理 易 有 | 


Eyo- 
2 


2 か サー1= +) 5 р 
py _1 


于 是 对 g テ 2 4 
| Мку=2°"?—1>8п+7, 

这 表明 п> 2 时 ， E Gnt ТМ, 8037 AY Masy 
的 一 企 真 因子 . 

ы СИ п=2, р= 23, ас КЫ ы 23 IM。 , 完 
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全 类 似 地 有 m= 3 ,20 ,32 ,44 ,47 ,59 ,62 时 分 别 有 
471M , 167| Ms; ,263j Mui : 359| Mi» > 
| 383| Mia > 4791М ,3 ,5031M ,si 
注 1 条件 4=4 ヵ 十 3 为 素数 在 证 明 中 没有 用 到 .但 是 容 
易 证 明 , 如 果 q 不 是 素数 , 则 MA, 肯定 也 不 是 一 个 素数 .这 是 
因为 若 4= qq. q > 1.42 1, | 
М = (24) --1= (21-0) QI T 2%% Э+...+2#+1). 
故 为 了 使 讨论 M, 是否 素数 是 有 意义 的 , 需 附 加 q 为 素数 
这 一 条 件 . 
注 2 形 如 和 M,=2~1 (q КТҮҮ Т 、 
它 与 完全 数 问题 有 密切 的 关系 ` 我 们 简单 介绍 于 下 . 
定义 O(n) 为 n 的 所 有 正 因数 之 和 , 若 恰 有 
O(n)=2n, 
则 称 n 为 一 个 完全 数 例 如 こ 
‚ б(бу=1+2+3+6=12, 
` G(O8) =1+2+4+7+ 14+ 28= 56 , 
故 6 与 28 是 完全 数 . 欧 儿 里 得 早 残 证 明 过 , 若 7。 デ 2"ー1 
为 一 个 素数 ， 则 2 M,(M,+ 1) 就 是 一 个 偶 完全 数 , 且 任 
ー 偶 完全 数 必 有 此 形状 .于 是 ,每 个 默 森 尼 素 数 就 对 应 一 个 偶 
完全 数 。 _ | 
yf ЕКА, 素数 是 第 28 个 默 森 尼 素数 M , 86243. 
到 目前 为 止 , 俩 完全 数 是 否 有 无 穷 个 及 奇 完 全 数 是 否 存 
在 仍 是 数论 中 没有 解决 的 著名 难题 | 
”4. 解 :我 们 有 


3 _ (р 
(> )=( 1)? (32). 


易 有 
2-1 Í 1 , 4 p==1 (mod 4) Н], 
ー リ ЕСЕ 当 р=3 (тоа 4) 时 ， 
而 另 一 方面 有 
G)-| 1. 24р=1 (mod 3) R, 
3 (2р, 当 р=2 (mod 3) 时 ， 
由 | p=] (mod 4) 得 到 p=] (mod 12) , 


р== 1 (mod 3) 


k (mod 4) 438) p=- 1 (той 12) ,于 是 


Р==— 1 (mod 3) 
得 到 
(3 | 1, 当 p=+1 mod 12) 时 , 
p — 1, 4 p=+5 (той 12) if. 
5 . 解 :我 们 有 


(dO. 2) 2) 
р р р 
由 本 章 例 2 有 
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| ЕЛ 


5 l. p= + 1(той 5), 


(=)= 
ーー р -1， p= +2(mod5), 
又 由 引 理 9 有 
2 1, = + 1 (mod Š) . 
(=)= ー | 
р —1, p= + 3(той8). 


РАИ 
[= Man HE tas ГР mod 3 


p= 1(mod8), СР =- 1 (тоа), p= 1 (mod 8), 
p= 一 | (mod 5) , 
Е ー 1 (тоа 8). 
分 别 得 到 


p= 1(mod40), p= 31(mod40) , p= 9 (mod 40) . 
p= —! (mod 40), 


[是 村 p= 1.9 (той 40) 4100) =1. 
和 解 下 你 问 余 式 组 : 
MG 本 WM ー2 (mod 5) 
p= 3 (mod 8) , md , | P = 3(mod8) ， 
Р ー 2 (mod 5), 
の = ミー3(mod 8) . 
分 别 得 到 p 27, 一 3 ,3 ,- 27 (mod 40) ,于 是 又 得 知 , 当 


合 之 即 得 , 当 日 仮 当 
p= +1,+3,+9,+13, (mod 40) 

H p 以 10 为 其 平方 剩余 .完全 类 似 地 可 以 证 明 , 当 且 仅 当 
p= +7,+Í1.+17.+ 19 (mod 40) 

ШЇ „р 以 10 为 其 平方 非 剩余 
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6. 解 : 我 们 有 


由 引 理 9 及 第 4 部 分 列 有 


, 2 Ous + 1 (mod 8) , 
-1. p= + 3 (mod 8)., 


3 | l. p= + 1(mod 12), 
p (I p= + 5Gmnod12). 
Teg) =] RIGO SDA 1 RAA -1 . 


这 就 得 到 и ү Н: 


p I (mod 8) ， (p= 1 (mod 8), pon (mod 8), 


p= 1(mod12 , 1, =— 1(mod 12) p= 1 (той12), 


“з 
| 1 


— 1 (mod 8), ; p= пове. рр 3 (тоа 8), 
P=- (mo) 1 


p= 5(mod12) , ` р =—5(тоа12), 


p= – З (тоа8), [p -3 (mod 8) , 


p= 5 (той12), ‘p5 — 5 (mod 12}, 
其 中 第 二 组 按 模 4 简化 得 到 一 个 矛盾 的 同 余 式 组 p = 


1(mod 4), p=- 1 (тоа 4) , 故 它 无 解 ; 类 似 地 ,第 3,3，8 
二 组 辐 余 式 也 都 无 解 . 


由 上 面 的 第 1,4,6;7 组 同 余 式 得 到 以 下 是 四 组 等 价 的 同 


ーー 
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余 式 组 : 
| p= l(mod8) , | p= —1(тойё), 


p= 3(mod Š) , [7 0тен. 
リー sGmo43) ; p= S(mod3), 
解 之 得 SERA p= + 1,+ 5(mod24) 时 ,p 以 6 为 
平方 剩余 .完全 类 似 地 ,通过 解 剩 下 的 同 余 式 组 可 证 , 当 且 仅 
当 p= +7, + 11 (mod 24), p 以 6 为 平方 非 剩 余 . 
7. 证 : 因为 p 三 1 (mod4), 故 一 1 bX p 之 平方 
剰余 , 即 有 整数 хо 使 


ху = 一 1 (мор). 
男 一 方面 ,由 р=44+1 也 有 
44 = 一 1(modp ヵ ) . 


因此 有 
x2 = 4q (modp). 
由 于 2 p WDH y 使 2y, = 1 (тор) ,于 是 
(xy )2 = 4(2 у)? = gq (modp), 
这 正 是 所 要 证 明 的 . 

8 .证 :用 反 证 法 . 若 2 与 29g 十 1 9р 之 平方 剩余 , 
REA p 之 平方 非 剩 余 ,由 本 章 引 理 4 知 ,2 (24 +1) 必 
为 p 之 平方 剩余 .于 是 应 有 整数 хо 使 

2(24 +1) = х2 (modp) , 
注意 到 p=4g 十 3 ,就 有 44a+2 = 一 1(modp) , 合 之 即 
得 | 
ー 1 == x; (mod p) , 
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这 表明 一 1 为 p Z KERAM p= 3(mod 4) 27 
在 .内 此 2 'j24 + 1 不 可 能 同 为 p < YOUR] za OE 
9. 解 : 首先 .由 59 = 9(mod 5?) 8 W 
х =: 49 (mod 5°) 
有 解 x= + 3 (mod 25) .直面 米 求 解 
x= 59 (тоа 5“). 
(1) $ х= 251+3 ,代入 得 
(251+ 3)° = 59 (mod 5°), 


(6) (25)1 == 50 (тоа 5?) . 
AUWA 和 得 
67 2(mod 5) . 
БП 
t = 2(той5), 
КА х= 251.63 HMA x=25 5k+2)+3= 
53 (mod 5°). 
(2) 1р5 х= 251-3 , 代 和 人 得 
(25 {~ 3)°== 59 (тоа 5°), 
展开 得 
(-6)( 25) t= 50 mod5;), 
消去 25 得 
—6t== 2(mod 5), 
Вр 


— 


= —2(той5). 
BCS TW х.=25(5К—2)—3== —53(mod 5% . 


' 278 > 


综 上 所 述 ,所 求解 为 x = <53(той5?). 
注 英隆 形 如 
f(<)= О (тоа p) 
(f(x) 为 一 个 n 次 整 系数 多 项 式 , p 为 素数 ,x 之 1) 的 高 
次 问 余 方程 求解 问题 ,与 对 应 同 余 方程 
f(x) 0(mod p) 
有 密切 的 关系 „АНИ АРЕ ИН Ж. ED ЖЖ ,有 兴 
趣 的 读者 可 参看 华罗庚 教授 著 < 数论 导 引 六 等 专著 . 

10 .证 : ЖИЕ} . 设 该 方程 有 解 ДВА Я (р, х) 
=(р.у) =1, 因 若 不 然 , 比 如 plx ,就 推出 也 有 s| y, TE 
p= (рх,)2+ 2(ру,)? ,这 是 不 可 能 的 :于 是 必 有 y IE pty 
H уу == I(mod p) ,从 而 

(xy)? +2 (yy) = py = 0(modp) , 
HJI 
(xy )°`+2 = 0(modp) , 
”这 表明 一 2 为 p 之 平方 剩余 , 故 ーー ) =1. 


再 证 充分 性 . 设 有 — = 1 .于 是 有 整数 x, |х|<-Ё 
使 x+2= 0(modp) .注意 到 
O< 2+х?< 2+ р <р. 
因此 必 有 上 正 整数 m ,x оу. 使 
х?+2у?=тр(1< m <p-1) . (1) 


设 mo 为 使 (人 1) 成 立 的 最 小 的 正 整 数 , 设 相应 的 解 为 x 5 、 
Вр 
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хо + 2у0 = m p[(1<m < p— 1). (2) 
我 们 来 证 m=1. БЕ, m > 2 .考虑 m 为 模 的 
完全 剩余 系 , 易 见 必 有 整数 x. y, 使 


X= Xo; у= yo(modm,), 


m 
а 5 mls. (3) 


MH x, 与 у Же Ж 0 , 因 若 不 然 ,就 有 тахо, mlw, 
从 而 由 (2) 得 т] Отор) BI m lp ,而 到 sp 一 1 ,这 
是 不 可 能 的 .由 (3 ) 式 得 到 


0 二 xf 十 2 y < Е + £ m= 2. ту < ту, 
为 一 方面 ,由 (3) 5 VAE] 
xt 2 y; == xt 2 у = 0(mod m), (4) 
故 应 有 т,(1< т < т„—1) ,使 
х2+2 у" = тут,. (5) 
于 是 
moe mp= (mo mi) (mp) = (x+ 2 y) (x+ 2 уд) 
= (хох 2 уду) T+ 2(х,у— хуу,)?. (6) 
[H (3) 知 | 
Хе XT 2) y = ху+ 2 уг = 0) (тойт), (7) 
及 
Xo yi Xi Yo Хуу Хуу = 0 (mod m.) ， (8) 
于 是 
x = Xa Xi + 2 уру | y = XV Xi 
Mo mo 
皆 为 整数 , 且 使 
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m p= X? + 2 Үү? 
成立 ,但 这 里 1 < mi <m X j mo 的 最小 性 矛盾 .这 个 
矛盾 说 明 “mu 兰 2” 这 一 般 定 是 错误 的 . 
11 .证 :必要 性 的 证 明 与 上 题 的 完全 相同 ХШ ЖИЙ 


述 , 留 给 读者 自己 练习 .下 面 来 证 充分 性 设 有 ( 一) 一 1 
于 是 有 Z (1Z1< + )# 
z*= —3(modp) . 
注意 到 0< クキ 3 < イー+3 <p рэз) , 故 有 正 整 数 


т ,xy 使 
02+ 3 у> = тр(1< т <р). (9) 
仍 设 mo 是 使 (9) R АК MISS ele хо ,加 BN 
ХЕ Зуу =m op(1< m, < p) . (10) 


我 们 来 证 必 有 mo= 1 . 仍 用 反 证 法 , 设 mo > 2, 19) Е 
法 , 必 有 二 不 同时 为 零 之 整数 x, ,y 使 


— — 1 
М == Xo s у y (mod ть) 3 EA © 2 ту, 


у, | < 4 mo. (11) 
于 是 | 
0 < х2+3уг < (地 十 =) то =ту. (12) 
我 们 要 来 证 明 不 可 能 


х2 +3y =m. , (13) 
如 果 不 然 , 则 必定 2|m, В |х| =|у,| = E .由 (10) 
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Ж, mi MEZO D x py, 同 为 奇 或 同 为 偶数 ,再 由 (11) 
ALX 与 yo 也 必须 辣 为 奇 或 同 为 偶数 . 


(DÆ 2]x,.2|]|y FH (10)8, Z 4im, H 
) +3 (n) 


2 ‚ту 
>) こし 4 )p; 
这 与 ma 的 最 小 性 不 盾 」 


(20 224 х„.2 4yo H F 


x+ Зуу == ]+3= 0(mod4) , 


让 自 (10) 必 有 41 mo 于 是 21x，21 ,这 与 (11) 了 矛盾 ， 
故 所 取 之 xis py, 必 満 足 


0 <хї Зу] < mà 
于 是 由 | 
Xi t3yi = хо 3 у = 0 (тоат) 
Ж , 必 有 m (l< m. <m。) 使 
xi t3yi = туту, 
因此 


(14) 
ma mp =(mop) (тут,)=(х+3 у) (x) + 3 у?) 
= (хох, "Зуу? 3 (хоу X iy), 
由 池上 题 相 同 的 方法 ,从 (11) 易 证 出 
Mal (x x, + 3 Yayı) , mol (оуу x 10). 
因 此 有 整 数 マー у= аис + 
8 


m p= X-+3 Ү?, | 
Н О<т, < mo; 这 义 与 mo 之 最 小 性 耶 盾 , 故 必 有 m= 
] . 
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12. 证 : 设 pi Fa © ра 2. [z р=2' А+ 1, 
27h h p| F, 有 


22" = – | (тойр). (15) 
i 
(2"1)2"==(— 1) = —1(modp), (16) 
而 由 费 尔 马 小 定理 有 ( 因 p-1=2'h,) 
(Ою): = 1(modp) , (17) 
由 (16) 与 (17) 有 t> m+ 1 223. RTN 
p=2"”* h+ 1 , 户 可 能 奇 也 可 能 偶 . (18) 


由 于 p= 1 (mod8) ,因此 2 Ур 之 平方 剩余 ,由 欧 拉 判 
别 法 得 到 


1= 2 与 =(2”)?”(той р), 
由 (15) 有 


(—1)*==(2+*)?"(той р), 
由 上 二 式 得 2 | h Nik р= 2" k+1. 
13 .证 : | 


(1) 注意 到 当 r=1,2, .p- 1 时 ,p-r 恰 也 过 1, 
2 ,... ‚р— 1 ,因此 有 
y r( 一 ) -5 (p-r) (2-7) - y (p-r) (一 -~ ) 
r= 1 p г= | | p г= 1 р 
p — 
on (= ) (z. ) 
> pn р р 
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_ (nr у (r у__ үт 
оС) G-E). 
PENE, 上 面 用 到 两 个 性 质 : リ 由 p= 1(mod4 

知 ,( 一 1) 为 p 之 二 次 剩余 ， 因此 (一 ) =1; 2) 当 7 Ju 
1,2, ,p— 18, кя РЫ онт, 因此 
> (2)=0 

г= | 
(2) 由 于 p-r = —r,H p= 1(mod4) 知 一 1 Æp 


之 平方 剩余 , 故 当 ヵ Шр 之 平方 剩余 时 。 p-r 也 为 平方 剩 
余 , 因 此 


> r = > (p-r) =p% 1-5 r= — 1 -F r, 
(三 )=1 (=)=1 (52 =1 с?! (一 )=1 
移 项 即 得 欲 证 之 结论 . 

由 (2) 特别 得 到 , 当 p= 1 (mod 4) 时 ,有 
Ў r= О(тойр). (19) 
E- | 
义 由 (1) 及 (2) 这 两 个 结论 得 到 , 当 p= 1(mod4) 时 , 


У „У r= 200-1) = O(modp). (20) 
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S r pÈ -n (25 ) = p (7- 2pr+r2) 


r=} 


(DF (まう 


-1 
o (E) -S (Z) 
АЕ ШЫГ 
移 项 即 得 欲 证 之 结论 . 


(4) 同上 法 ,注意 此 时 一 1 为 p 之 平方 剩余 , 即 得 
У (= " r )= -$ pr)? С”) 


> 


= ( の ー 3p'r + 3pr2 - r) (2 с). 


-3P (= г) зру, „2( z r) 
CES 
= S a) Sh 
3р), ( r) る 7 ( ЕЭ. 
移 项 即 得 欲 证 之 结论 ,其 中 用 到 第 (1) 个 结论 


(5) 方 法 与 上 相同 ‚ЖЖ М, 给 读者 自己 练习 ， 
14.8 p> 5 B p= 3(mod4), 则 p 以 1?,2?,… 


( アート ): 为 其 全 部 二 次 剩余 .于 是 问题 化 为 证 明 


124 22+ -+ (PZL = 0(modp) . (21) 
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但 易 有 


(2-1. )( 251 ) р 
z 2 "=... Zi `= - 
] 十 2 + +(- ) 6 
_ ヵ (pー1) | 


由 p= 3(mod4) 可 设 p= 46+ 3, Р 
р:-1=(4к+3)`— 1 = 162+ 24 к+8 
=8(2k +1)+24k. 
由 于 p 为 素数 是 p= 4K+3 , 必 3 十 kk, 否则 31p, 但 p> 5 ,这 
不 可 能 . 而 对 上 三 1 ,2 (той 3) , 皆 有 k?= 1 (mod 3) , 因 
此 恒 有 2k,+ 1 == 0 (тоа 3) , 即 241(p, 一 1) ,再 由 (22) 即 
得 (21) 式 . 

注 由 第 13 题 第 (2) 个 结论 知 ,本 题 之 结论 对 形 如 
4k+ 1 之 素数 也 成 立 ,而 且 也 可 以 用 这 里 的 证 明 方 法 给 出 13 
题 (2) 的 习 一 种 证 法 .这 和 留 给 读者 自己 练习 .但 要 注意 ,13 
| PUS ‚НЕ TRE p 为 4К+3 形 的 情形 . 综 上 所 述 
得 以 下 结论 

# р> 5 „Ш p 的 全 部 平方 剩余 之 和 能 被 p 整除 . 

15. 解 :为 了 解 这 一 题 ,我 们 需要 研究 一 般 项 为 атр. ) 
的 勒 让 德 符 号 之 性 质 ,这 里 (n,p) = 1. 

由 ( ヵ ,p) 互 素 , 我 们 知道 必 存 在 一 кир. 
nr, =: 1(modp) ,X + r, RIRA п EFE рї йл. 
勤 让 德 符号 的 性 质 容易 看 出 

(ntn+1) ) = (ntntnr ) ) = (п 2(1+т„) ) 

р р 


р - 
-( п) (Itr. ) (= ). 
p р 


` 28667 


RIIKEH, 3t пт (той р), pr nm, 也 一 定 有 
r, >= r, (mod p). 
即 是 说 , 模 p BRRR REA la] yy kk ЛУ A EA 2 ло. Ж ЇЇ 
HS FEE. ШН r == ， (modp) ， 两 边 同 乘 以 nm 得 到 
п(тт„) == т\пг„) (mod р), 
再 由 上 面 逆 元 的 定义 得 到 
п==т (mod р), 
这 就 引出 了 矛盾 .这 就 证 明了 , 当 n 经 过 1,2,...,p 一 1 时 , 相 
应 的 逆 元 7 也 取 遍 1,2,...,p 一 1 (modp) , 只 不 过 次 序 有 改 
变 而 已 .又 注意 到 由 p 一 1 圭一 1 (modp) 立即 得 到 
(р— 1) == (— 1)°== (modp), 
A r. =p 1,1 жап Ж 1,2,..., p 一 2 „п НУ д r, 
也 恰好 取 1,2,...,p 一 2 (modp) ,只 不 过 次 序 有 改变 而 已 . [А 
此 得 到 | 


(EZ ee BÈ a, (PRED) 


r=] 


р 
由 于 在 模 的 一 个 缩 系 中 , 恰 有 エート 个 平方 剩余 及 アニー 


个 平方 非 剩余 ， ис) = 0, 故 所 求 和 为 一 (で ) ニー1 . 
r=1 
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16. 证 : 由 21==1 (mod 4) 及 雅 科比 符号 互 倒 率 有 
(21 )=( )=( 2L), 
p 7 


我 们 已 经 知道 
(Р) _ (1. p=1 (mod 3), 
3 —— 1, p= – 1 (mod 3), 


XLA р==1 (mod 2), KA 
TEES p =l (mod 6), | (23) 
L- 1, p=- 1 (mod 6). 


Е 70814 1,22= 4,3°== 2 (mod 7) 为 平方 剩余 ,而 以 3, 
5,6 为 平方 非 剩余 ,因此 有 


Р. =d l p =l, 2 一 3 (mod 7), 
Ст) — 1, р==3,—2,—1 (тоа 7). (24) 


于 是 使 _ )=1 的 p 为 以 下 各 组 同 余 式 组 解 的 解 集合 : 


ўр 2=1 (mod 6),/р==1 (тоа 6), pT (mod 6), 

lp =1 (mod 7),\p =2 (mod 7), \р =- 3 (mod 7), 
р =-—1 (mod 6), гр = 一 1 (mod 6), [р ==—1 (mod 6), 
LpŒ=3 (mod 7) , 三 一 2(mod 7) ре (mod 7). 

由 第 一 组 得 解 了 三 1 (mod 42); 由 第 六 组 得 p ==— 1 (mod 

42); 第 二 组 即 为 p+ 5 =0 (mod 6),р+ 5==0 (mod 7) , 因 

IEH p=- 5 (mod 42); H # = #1 p— 25== 0 (mod 

42), р= 25 (mod 42); hB UH p+25=0 (mod 
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42), М Рр = —25 (mod 42) ;由 第 五 组 得 p- 5== 0 (mod 
42),Ёр==5 (mod 42) . 合 起 来 就 证 明了 当 且 仅 当 p =+1. 
+5, +17 (mod 42) 时 所 给 同 余 方程 有 解 . 


17. 解 :车 六 为 奇数 , 则 Xx? 三 6 (mod m 2 
件 为 ( £ ) = L. AREI HEEN 


2 -1 


(-6-)=(-2-)(-3-у)у—(-)°* 0) E (m), 
m m m 3 
由 于 
(CD -| 1, m = +I (mod 8), 
 — 1, m = +3 (mod 8), 


i, m=1 (mod 4), 


m-i 
— 2 == 
(- 1) t1, m=-—1 (mod 4), 


і, m=1 (mod 3), 
-1 m= -—1 (mod 3). 


于 是 使 4 ) =1 的 m 必 为 下 列 同 余 式 组 之 诸 解 : 


сз) = 


т = 1(тоа 4), $m = 1(mod 4), + т==— 1(mod 4), 


(a= imoa 8), fr = — 1(mod ニー im 8), 
m= 1(mod 3), -m= 1(mod 3), = _ 1(mod 3). 


т =— 1(тоа 4), \т = 1(mod 4),4m == – I(mod 4). 


н = — 1(mod 8), m = З(тоа Ж = 3(mod 8) 
т ==— 1(mod 3), `m=—I1(mod 3) `m = 1(mod 3), 
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т == 1 (mod 4, 4 m =- 1 (mod 4), 

т =- | (mod 3). m=! (mod 3). 
其 中 第 二 ,三 ,五 , 八 组 同 余 式 组 无 解 .而 由 第 一 ,四 ,六 ,七 组 
分 别 解 得 


k ==—3 (mod 8), ст = — 3 (mod 8), 


m= 1,—1,— 5,5 (mod 24). 
- 即 当 m 为 奇数 时 ,( 一 ) =1 必须 m = +1, + S(mod 24). 


#7 т KBE, 9195 т = 28 (k>1, 2 V n). H < = 

6 (mod m) 可 分 解 为 

X= 6 (mod 2°), (25) 

x2== б (mod n). (26) 
对 (26) ,由 上 面 所 证 知 ,(26) 有 解 之 必要 条 件 为 

п =+ 1, +5 (mod 24). 

现 考虑 (2$) 210. Ч k=1 BF,(25) 显然 有 解 x== 0 (mod 2). 
当 к= 2 时 ,(25) PR Ef, TE k22 时 (25) 皆 元 解 . 合 起 来 
我 们 得 到 当 六 = +1. +2, +5, +10 (mod 24) 时 所 给 
同 余 方 程 可能 有 解 . 


18. 证 : 设 N 是 任 给 的 一 个 正 整数 ,pl/，p;，...，p， 是 不 
超过 N 的 一 切 形 如 8k+ 7 的 素数 . 记 

q= (рүр,..рд?—2. (27) 
由 于 每 个 Pj 都 有 形 如 8k + 7 之 形状 ,因而 都 为 奇 素数 , 故 p p. 
oP EHTK, i рүр-....р„= 2m + 1, pi 


q=(2m+ 1)’- 2=8 "ШЕ _ =? (mod 8). (28) 


如果 q 本 身 已 是 一 个 素数 , 则 显然 gp;.1<j<s, 从 而 g > 
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ee 


N, 这 和 绿 说 明 q 是 比 N 大 的 一 个 形 如 8k 十 7 之 素数 . 
如果 q 不 是 素数 ,由 上 证 , 它 是 一 个 形 如 8k 十 7 的 奇数 ， 


设 p 为 g 的 任 一 个 奇 素 因子 , 则 


(р,р›...р,)? == 2 (mod р), 


从 而 2 必 为 p 之 平方 剩余 ,因此 必 p == +1 (mod 8) ,但 是 
如果 q 的 奇 素 因 子 都 形 如 8К-+ 1, 就 推出 4 也 有 8k+1 之 形 
状 ,这 与 28) 了 矛盾 , 因此 , 若 q 不 是 素数 , 则 g 必 有 至 少 一 个 


形 如 8k 十 7 的 素 因 子 , 记 为 p .显然 p 了 2,p1,P,,.…,p,. 于 是 


р> №. 这 就 证 明了 对 任 给 N 第 有 大 于 NN 的 形 如 8k 十 7 之 素 

19. И: ЖМ 为 任 给 的 一 个 正 整 数 ,p .....р, 是 不 超过 
N 的 所 有形 如 8k+ 3 之 素数 , 作 

q=(pipx.. pJ) 十 2， 
设 pj= 2m + 1, 易 见 - 
p= (2m + рев ama エル + 1==1 (mod 8), 

TÆ д = 1+2=3 (mod 8). | 

如果 q 本 身 是 一 个 素数 , 则 必 q> N. 问题 已 经 证 明了 . 
如果 q 本 身 不 是 素数 , 设 p 为 4 的 任 一 个 素 因子 , 则 有 

(р,р,...р)?°=®=—2 (mod р), 


故 一 2 为 p 的 一 个 二 次 剩余 .由 于 


(22у (21 ус 20 у-(- руа, 
р. P Pp. | 
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(pzz lps1 (той) CD) ps 10018), 
TH 2? ]]l.p=-1(mod4), -1, p= +3(mod 8), 

于 是 ,使 ( = ) =1 是 下 列 同 余 式 组 的 解 集合 : 

р=1 (mod4) ,( p=1(mod4) , f p=— 1(mod4) , {p=~1(mod4, 
=1(mod8) ,|p=-1(mod® , | p= 3 (той), | p=—3(mod®, 


其 中 第 二 ,四 组 无 解 ,由 第 一 ,三 组 分 别 解 得 p=1 É p= 
3(mod8) .但 gq 的 素 因子 不 能 全 是 形 如 8k+ 1 的 ,否则 就 有 
q =1(mod8) ,这 与 前 证 q=3 (mod8) 了 矛盾 . 记 P 是 4 的 一 个 形 
如 8k 十 3 的 素 因 子 , 易 见 pz2.p ，p, ，- ›р, ;因此 p> М, 
故 对 任 给 N, 都 有 大 于 六 的 形 如 8K+ 3 之 素数 存在 ,证 毕 . 

20. 证 :首先 证 明 习 题 1 的 一 个 推广 : 若 (x,y = 1, 
x? 二 六 的 素 因 子 必 有 4k + 1 元 形状 . | 

i plet у) , Ж рух Н руу. AXE plx. MAF y= 
(x`+ у) — хо ЙЫ p| у>, М ply, 这 与 x l y R 3 23F)8 , 
同样 可 证 р/у. Н(у,р) = 1 知 , 必 有 y, уу =1(тоа р), Р 
у “х?+ у) = (ху,)?+ (уу ) е (ху) 2+ 1 (modp), 
即 一 1 为 了 之 平方 剩余 ,因此 必 有 ps=sl (mod4). 

W р,=3, p=5, =, р, AN n TARA, TE 

q=pr py сер, + 22, 

显然 (2, рр, p.) =1,Н ЕЛЕ, 的 素因 子 必 有 4К + 1 
之 形状 .又 注意 到 =1(mod8) , RA =S(mod8) . Ғ q 
的 素因 子 不能 全 是 8&+ 1 形 的 , 即 q 至 少 应 有 一 个 8k+ 5 É 
的 素 因子 p, 显 然 p> р ,这 就 完成 了 本 题 之 证 明 . 

21. 证 :首先 来 证 必要 性 . 设 xz=a (modp') 有 解 ,于 是 这 
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解 也 满足 2 = а (modp), 故 a 必 为 模 p 之 平方 剩余 ,从 而 
(5 ) =1. 
再 来 证 明 充 分 性 . 设 ( っ ) =1, Ж х =: a( modp ) #8, 


记 解 为 xo, 则 易 有 
(х2— а)! =0 (modp ). 
由 二 项 式 定 理 有 


(+ Va = DO a+ だ 
+(Va)’=ttvVa, 
其 中 上 记 展 式 中 不 含 Va 的 项 之 和 ,显然 上 与 皆 妨 整数 , 
同 理 易 见 有 
( x, — V g) = = уа. 
故 有 
(x2— a)!= (x+ Vada- a)!= t2— ар? = О(тоар?). 
我 们 有 (利用 x = a (modp)) 


+ (C+ a)!+ (хо Va) l) 


t= 
=x (1) xat (1) xta ee 
Seit (xt Ot 

=x C(O + C)+ +) (modp). 


НО) (9+ 0) 21, С) (1) + 00) + 
= (1— 1)!= 0, 故 有 


(+ + + =2 に 5 


t==2! lx (modp) , 
{Н p>2, px, р rt. AMEA ptr. TEDS w 
使 wv 三 1 (modp), Р 
О==ю?(@?— ар?) = (wt)2— абур)? 
== (wt)2—a (modp® ` 
故 证 得 wt 即 为 x?Y 一 a 三 0 (тойр) 的 解 . 


注 ”本题 给 出 o= a (modp) 有 解 时 的 一 个 解法 . 它 
还 可 以 从 х?== а (mod p) 解 起 ,逐步 求 出 所 给 模 p! 时 的 
解 ,这 个 方法 详 见 华罗庚 教授 著 < 数论 导 引 > 第 二 章 $9. 
22. 证 : 由 定义 有 ax2= p= AES ` 


(1+ x ( — XDE )) 


aa aY B ад Š) L) gu 
[a Par Poset re- nHL) gm, 


[Ea oA a =- 8 时， 
G-A- p= 0. 当 ( ま )=ーg Bn =- 5 时， 
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于 是 立即 得 到 第 一 个 等 式 成 立 . 
我 们 有 
Уа) a+ p H х1 ) = と 1 


ҳ= 1 


каў С хуру (231 )+ у (Ж ). 


我 们 容易 有 
Pais 全 + HE =-(—1), 
x=! х= р х1 р 
x < -5il )- CL) =F (*Ž)-1=-1, 
2‹ р х=1 P 
以 上 用 到 了 р (р 1) 2 个 平方 剩余 及 (p 一 1 2 个 平方 
非 剩余 这 -一 事实 .又 由 第 15 题 有 


p=? 
(ーー ) テ ー1 
因此 我 们 得 到 
4N(a,B) =p- 2— al: r 
这 证 明了 第 二 个 等 式 . 
在 第 二 个 等 式 里 分 别 取 w= p= x= p= 一 1,x= 一 1 
及 B=1,4=1 及 P= 一 1 就 分 别 得 到 | 


ー ガー op, 
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N(1,1) = + 4— 0), 
момоси 2: =L, 
N(1,— 1) =1+ NCL, DD. 


23. 证 : апи. 
情 形 一 . (5-0-1, 这 时 在 上 题 中 取 a=1， 


p= 一 1 得 到 4N(& В) = p+ 124, 
因此 
№, В) > 
这 表明 至 少 存 在 一 人 2), 使 同时 有 


(T у=у=1, rtl g- 
р) a= 1, С ) = В 
成 立 .再 由 ( 一 ) = 一 就 得 到 
(= (= ) =], 
p P 
这 就 表明 有 整数 x 及 y 使 


L= r, y= -r-l (mod p), 
相 加 即 得 


х?+ у?+ 1 == 0 (mod р). 


te=. (TE) =н Еа p= 1 B 
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4M(x, =р- 5, 
于 是 对 p 之 11 有 
| N(x,B) > 1. 
这 就 是 说 ,对 pz>11, 至 少 有一 全数 *(1S<7 ミ pー 2), 使 
同时 有 


(1) = 1, (Ht)=1, 
р 


+ 
P 
又 由 (一) =1 知 ,也 有 
( 工 )=1 (二 一 上 )=1, 
| р р 
于 是 存在 x,y 使 


x= r, y= — r— 1 (modp) , 
相 加 即 得 
x+ y2+ 1=® 0 (modp). ` 


剩 下 还 要 讨论 ( ーー ) = 1 HE p <7 的 情形 .显然 只 有 


对 p=2 或 5 才 有 (一 ) =1. 由 
.02+ 12+ 12 0 (mod2), 
22+ 02+ 1 == 0 (mod5), 


即 知 ,对 ( + ) = 1 且 p= 2,5 结论 也 成 立 . 
Ж 此 题 也 可 用 抽 居 原则 直接 证 明 , 见 该 章 习题 ， 
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1. Ж 
(1) 43 与 109 皆 为 素数 ,由 二 次 互 反 律 算得 


43 、 ,109、 ,23、 43 4.5 
o? Саз = 643) C (y) 3 
=-(—(23 у (3 J)=-( 2 )=- (2 
= 一 (二 ) (=) су) (5) 


5 5 
= 1, 
改 所 给 同 余 式 可 解 .我 们 有 
109 =5 (mod 8). 
43'®-1)4= 437= 43(1849) 8 
= 43( — 4) == — (43) (4)(256)2 (mod 109) 
= 46(38)3== (4) (27) = — 1 (mod 109). 


H (109—1) /2= 54, 


[54 1, 35 190516155 = 50, 
SE SE р 1-5 1= 26, 

| -2 1+2 ] = 12, 
[6 134 1-8, 
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22 11= 4.122 ЕРЕ 27-]=3,1351=2,124 +]=2, 


5 ーー ビラ コート PEHR 
故 有 
54! = 2% . 326 . 512 . 78 . 114: 134- 17? . 192 · 232 
` 29 ` 31 - 37: 41 - 43- 471: 53. 
我 们 有 
20= (256)% - 4==(38)#®- 4==(27)3 : 4 (mod 109) 
= 34 (mod 109), 


3% = (243) 5 - 3 = (25) 5 © 3= (625) 2 (75) (mod 109) 
= 73 (mod 109), | 


和 = ( 125)#= (16)*=( 256)°==(38)2=27( тод 109), 
7%= (2401)2==9 (mod 109), 
11*=(121)?=(12)?=35 (mod 109), 
13t=(169)2==(60)2==3 (mod 109), 

17=4913 =8 (mod 109), ` 

192== 34 (mod 109), эк 

23: 王 -16 (mod 109), 
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又 有 
(34) (73) (27) (9) (35) (3) (8) (34) (— 16) (29) (31) (37) 
(41) (43) (47) (53) 
== 33 (mod 109). 

此 外 ， 计 算 给 出 


43Ч%®+з›% = 434==(— Д)7 == — 34 (mod 109). 


故 本 题 之 解 为 
== + (33) (34) 


= + 32 (mod 109). 


(2) 本 题 中 881 是 素数 且 881 三 1 (mod 4), iZ 881 = 
4-2u +1, 24u, 则 有 X=2,u=55 . 又 有 247= 13. 19. 
由 二 次 互 反 律 知 


は )- (881) CS) -Ca3)--(3)- 
“вт з ) =C—) C—) cD ( ) 1, 


19 、_,881 19、 ,35 7、 
Єз) = ро ) = 5) = 65) = ©) С) 1, 


故 所 给 同 余 式 可 解 . 
我 们 有 
2475 = (61009) (247) == (220) 2(247) 
= (48400) (54340) = (— 55) 3( — 282) 
= (3025)%15510) = (382) %533) 
= (145924) 533) = (559) (533) 
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= (312481)(297947) == (607) (169) 


= 387 % +1 (mod 881). 
利用 二 次 互 反 律 易 有 | 
_—3 y=(881 ,- 2 у= 
(sgr Соз ^з) 1, 


故 3 为 881 的 一 个 二 次 非 剩余 . 
由 于 


310 (38) 18 ， 32 =(—152)® - 9=(23104)° + 9 
=(198)° ・ 9= (39204) (198) (9) 
=(440)* (198) (9) = (193600) (1782) 
=- 220)? (20) = (—55)(00) _ 
= 219 (mod 881). 
于 是 易 算得 ,在 1,2,3= 22- 1 这 三 个 数 中 , 取 h=2 就 有 
(3110) = (— 219) 2 = 387 = 2475. (mod 881). 
于 是 此 时 所 求 同 余 式 的 解 为 
x = + 2475+02 3698-00-10 (mod 881). 
我 们 有 (参见 上 面 2475 之 计算 过 程 中 数据 ) 
2472= (220)u=(- 55)7 
= (382) 3(— 55) 


= (559) (382) ( — 55) 
三 21 (mod 881), 
329% = ( — 219) ° = (387) (~ 219) 
= — 177 (mod 881), 
故 所 求解 为 
x = +(21)(177) = + 193 (mod 881). 
(3) 本 题 中 83 为 素数 ,而 由 二 次 互 反 律 有 
сз? (= 
故 所 给 同 余 式 可 解 . 由 于 эз =з (тоа 4), ETRIE J 


x = тнв 3) 4 一 +7 
= + (2401) (7) = +(— 6)* (7) 


= + (26) (7) = +16 (mod 83). 
(4) 59 是 素数 ,由 


— 11 11 、 59 _ 4 、 
‘9 7 -04 3 ) = „(39 ) = = г) 1 

知 ， 所 给 问 余 式 可 解 注意 = 3 (mod 4) жэн» 
х= +(- 109 54 一 +(11)(11) 


= = (3) (11) ニュ 44 (mod 59). 
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(5) 本 题 中 243=3? 不 是 素数 ， 我 们 用 跃进 法 来 求解 ， 
至 于 它 的 可 解 性 ,可 由 


х2 = — 5 = | (mod 3) 


的 可 解 性 立 即 推 出来 . 上 述 同 余 式 的 一 根 显 然 可 取 为 了 = 上 1. 
H a= —5, z=5 易 有 


(ї+/—5)5=1+5,/ > +10(—5)+10(—5),/— 
+ 5(— 5)?+(—5)2,/—5 
=76- 20V 5， | 
故 可 取 г = 76, и= 20. 我 们 现 来 求 v 使 uy 三 1(mod 35). B 
20у = 1 (mod 3°). 
ОН НИНИН 


243= 20012) +3 
20= 306) + 2 
3= 2+1, 
故 得 
1=3- (20- 3(6) ) 
=3 (7)—20 
= (243— 20(12) )(7) — 20 
| = 243(7) — 20(85) , 
TEMY v = — 85 (mod 243) ， 故 所 求解 为 


76)(85) 
42 (mod 243). 


ju — 


即 知 所 给 同 余 式 可 解 . 我 们 用 渐 近 法 来 求解 . 
首 先 由 11= 3 3 (mod 4) 知 , 同 余 式 


y = —46 = 9 (mod 11) 


的 解 显 然 为 
y= +3 (mod' 11). 

现在 设 x=3+ 11k 是 题 给 同 余 式 的 一 解 ， 

则 | , 
(3+ 11k)? = — 46 (mod 121), 
JEER ZKE 11) 
| б == —5 ` 

; = 6 (тоа 11) 
因而 得 k = 1 (mod 11), 
故 所 求解 为 


x = + 14 (mod 121). 
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(7) 我 们 有 1024= 2%, Пі 41 = 1 (mod 8) , 故 所 给 同 余 
RAAM. 易 见 5 是 
с xX = 41 (mod 16) 
的 根 , 且 5 不 满足 
X= 41 (mod 32), 
故 必 S$+ 8= 13 是 上 式 的 根 ,但 13 还 是 
х= 41 (mod 128) 
的 根 ,县 它 不 满足 | | 
ҳ = 41 (mod 256), 
故 必 13+ 64= 77 满足 上 式 ,但 它 不 满足 
x!==41 (mod 512). 
故 必 77+ 128= 205 満足 上 式 . 又 易 验 证 205 还 满足 题 给 之 
同 余 式 , 再 注意 到 
205+ 512= 717, 
故 所 给 同 余 式 之 四 解 为 … 
х = +205, +717 (mod 1024). 


(8) 注意 到 49$=3 5- 11, 


34 )=( 工 )= 
(二 )=(-у)=1, 
34 )=( 4 уш 
(= )=( そ )=1. 
3 у01 у= 
(р) (9р) = 1, 


故 易 知 所 给 同 余 式 可 解 旦 它 有 23= 8 个 对 模 495 互 不 同 余 的 
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Эу, 
х? =34 = | (mod 3) 
的 一 解 为 三 1 (mod 3). #х=1+3К 为 
х? =34=7 (mod 9) 


的 解 , 则 有 
(1+ 3k)2==7 (mod 9). 
展开 易 得 
k =1 (mod 3). 
于 是 得 
х? == 34 (mod 9) 
的 两 解 为 | 
| x, = 4,— 4 (тоа 9). 
易 见 
х? = 34 ==4 (mod 5) 
与 | 
х2 ==34== 1 (mod 11) 
的 解 分 别 为 | 
х„к=2,—2 (mod 5) 
以 及 


x= 1,— 1 (mod 11). 
现在 利用 孙子 定理 分 别 求 解 以 下 八 组 一 次 同 余 式 组 : 


[* 三 4 (mod 9) [> == 4 (mod 9) 
x ==2 (mod 5) x = 2 (той 5) 
\х =1 (mod 11) \х=-1 (mod 11) 
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4 $ 
ws = テン 


Js= 4 (mod 9) J: = 4 (mod 9) | 
x= —2 (тоа 5) ` x = —2 (mod 5) 
[x=1 (mod 11) [x = — Í (mod 11) 
ド = —4 (mod 9) ドミ — 4 (mod 9) 
x =2 (mod 5) x =: 2 (mod 5) 

に =」 (mod 11) に =ー ュ (mod 11) 
|= — 4 (тоа 9) h = — 4 (mod 9) 
x = —2 (mod 5) x = — 2 (mod 5) 
\х =1 (тоа 11) Ë =- 1 (mod 11). 


我 们 仅 解 第 一 组 为 例 ,其 余 的 由 读者 自己 去 做 .由 


x РАА 


s=! (mod 9) |*=0 (mod 9) [=o (mod 9) 
х=0 (mod 5) {x=} (mod 5 ‹х=0 (mod 5) 
[x=0 (mod 11) [x =0 (mod 11) (=; (тоа 11) 
分 别 解 得 
x= 55, x, 二 一 99， x,=45 (mod 495), 
于 是 
kish (mod 9) 
x =2 (mod 5) 
[x=1 (mod 11) 
的 解 为 
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x ==4(55) + 2(— 99) + 45 
=67 (mod 495). 


同 法 可 求 得 其 余 各 解 为 
х = — 67, +23, +32, +122 (mod 495). 


(9) 注意 到 729=%9， 如 果 所 给 同 余 式 有 解 xo, 22 BL P, 
81lxi , 故 可 设 x= 9y, 于 是 只 需 解 


y = 1 (mod 9). 
而 它 的 解 显 然 为 y 三 +1 (mod 9). 于 是 
+ 32, 320+ 1+ 32), 3‹+1+2.3%), 3(+1+3-3?), 
34 +1+ 4-3), 30+ 1+ 5-32), 320+1+6-32), 
34 +1+ 7:32), 3(+ 1+ 38-32) 
就 是 所 给 同 余 式 的 全 部 解 . 即 原 同 余 式 有 以 下 18 个 对 模 729 
互 不同 余 的 解 : 
x= +9, +72, +90, +153, +171, +234, +252, 
+333, +315 (mod 729). 


(10) 我 们 有 30=2 3- 5, 而 
12x?— 11х— 1 = 0 (mod 2) 


即 是 х= 1 (mod 2). 
12x°— 11х— 1 = 0 (mod 3) 
即 是 х = 1 (mod 3). 


12х2- 11х- 1 =0 (mod 5) 
可 化 为 等 价 于 
2(2x2+ 4x— 1) = 0 (mod 5), 


此 即 等 价 于 
(2х+ 2)°= 1 (mod 5), 
它 有 二 解 2x,+2 三 1 K2x,+2 =- 1 (тоа 5), 由 是 得 到 
12х2— 11х- 1 0 (mod 5) 的 两 解 为 
x= 2, x,=1 (mod 5). 


分 别 解 以 下 两 个 一 次 同 余 式 组 


[> = 1 (mod 2) (x =1 (mod 2) 
x = 1 (mod 3) | =1 (mod 3) 
| x=2 (mod 5) x =1 (mod 5) 


不 难得 到 题 给 同 余 式 的 两 解 为 
х 7, 1 (mod 30). 
(11) 我 们 有 90=2 - 5- 9. 对 模 2, 原 同 余 式 变 为 
х? 三 1 (mod 2), 
它 只 有 一 解 x 三 1 (mod 2). 
对 模 5， 原 同 余 式 变 为 
х?= 1 (mod 5), 
它 有 两 解 x 三 十 1 (mod 5). 
对 模 9， 原 同 余 式 变 为 
x2— x— 2= 0 (mod 9), 
它 等 价 于 (因为 3 二 4) 同 余 式 
4(x2— x— 2) = 0 (mod 9), 
ЖЕН 
(2х—1)*= 0 (mod 9). 
ЮМ, x = 2 (mod 3) 缘 为 其 解 ,于 是 它 对 模 9 有 三 个 互 不 同 
余 的 解 


x = 2, 5, 8 (mod 9). 


求解 以 下 六 组 同 余 式 组 
(x= 1 (mod 2) [х=1 (mod 2) р = 1 (тоа 2) 
パー (mod 5) ドー (mod 5) х =1 (mod 5) 
[x =? (mod 9 \x=5 (mod 9) [|x 三 8 (mod 9) 
К = | (mod 2) (х =1 (тоа 2) ド = ] (mod 2) 
x = — 1 (mod 5) <х =- 1 (mod 5) < x =— 1 (mod 5) 
[x =2 (mod 9) k = 5 (mod 9) [x =8 (mod 9) 
分 别 得 解 为 
x 三 11, 41, 71, 29, 59, — 1 (mod 90), 
此 即 原 给 同 余 式 之 全 部 解 . 
第 十 三 章 


1. Ж: 先 用 归纳 法 证 明 ,对 az 兰 3 有 
5 = 1+ 2 (mod 2°, (1) 


а= 3,52 = 5,1+ 241!= ,结论 当然 成 立 . 
设 结论 (1) 对 a 已 成 立 ,a 之 3, 则 我 们 有 


2 リコ ニー(52 3)2= (I+ 2e l+ k2)? 
一 ] 十 22u71) + k22% + 24+ К2+!-+ k2% 
=|]+2% ! (тоа 2+), 


故 (1) 式 对 a 二 1 也 成 立 .注意 ,我 们 应 用 了 (1) 式 的 变形 
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82% `= 1+ 2471 К24, 
下 面 还 要 证 明 两 件 事 : 
(а) 52” “= 1 (mod 2). (2) 
(b) 对 任何 r?，1 <r < 2 ?, 都 不 能 有 
у= 1 (mod 2). 
(а) 的 延 明 : 在 (1) 式 中 取 a=1, 然 后 两 边 平方 即 得 
5 72052 )2==(1+2!D2=1+ 21 220179 
= 1 (тоа 2'). 
(b) 的 证 明 : 设 d 是 $ 关 于 模 2 的 次 数 , 由 本 章 定 理 1 及 
上 面 的 (2) 式 就 有 d12- 2 于 是 必 有 4 = 2", 我 们 只 要 证 出 对 
0<r<1- 2, 都 不 能 有 
5 = | (mod 29 
即 可 ,由 0 入 r< 1 一 2 知 ,dl2 ,于 是 只 要 证 出 
5” 521 (тоа 2!) 
即 可 ,而 这 恰 是 (]) 式 的 直接 推论 . 综 上 所 述 ,我 们 就 证 明了 5 
关于 模 2(1 > 3) 的 次 数 为 2 . 
2. 证 : 由 上 一 题 知 ,以 下 2772 个 数 
50,51,52,... ,S52 “1 (3) 
关于 模 2'! 两 两 互 不 同 余 , 旦 都 是 4k+ 1 形 的 .注意 到 在 
模 2! 的 一 个 完全 剩余 系 中 奇数 恰 有 一 半 , 即 2 个 ,而 其 
中 形 如 4k+ 1 的 育 数 恰 有 2 ?个 ,于 是 对 每 个 形 如 4К + 1 
之 奇数 a, 必 有 一 个 b(0<b<2 ?一 1), 使 
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а= 5° (mod 2), 


注意 到 , 当 a 三 3 (mod 4) 时 ,(-1) 邱 -= 一 1 而 (3) 
中 每 个 数 加 上 一 个 负 号 ,恰好 组 成 2 二 :个 两 两 互 不 同 余 
(mod 2) 是 形 如 4K+3 之 奇数 ， 于 是 每 个 形 如 4k 十 3 Z 9 
数 a 必 存 在 一 个 b (0<6<272— 1) ,使 


2—1 


a= 一 和 一 (一 二 5 


3. W: 
(a) Z q уа 1 的 一 个 奇 素 因子 ， 即 


г@?— 1= 0 (mod q). ` 


设 q| a , 则 上 式 给 出 2| 1, 这 不 可 能 .于 是 9 ,我 们 可 以 设 
a & TË q 的 次 数 为 d, 则 由 本 章 定 理 1 有 dip, 于 是 d=1 
或 者 d=p. _ 

情形 一 . d = 1， 即 有 


5° (mod 2). 


a= 1 (mod q), 


于 是 此 时 有 qlla- 1). 
情形 二 . d= p. 又 由 q 为 素数 有 


а*! 1 (mod q), 


再 由 本 章 定理 1 有 Pl(qg-1), 即 g=Kp+l, 又 因为 2|(4 
— 1), АГ К = 2х, В q= 2xp + 1. 
(b) Èq A æ+ 的 一 个 奇 素 因子 , 即 


a = — 1 (mod q), (4) 


` 312 ・ 


于 是 有 
а? == | (mod 4). 


仍 设 а 关于 模 а 的 次 数 为 4, 则 有 dl(2p). 于 是 4d= 1,2,p， 
2p. 由 (4) 91,4 不 可 能 为 1 或 p. 
情形 一 . 设 d= 2. ВП 


а= 1 (mod q), 
即 有 
(a+ 1)(a— 1) = 0 (mod q), 
H d *1,Bl аз 1 (mod q), LARIH 
a+ 1 三 0 (mod q), 


此 即 gq | (0+1). 
情形 二 , 设 d= 2р. q 为 素数 有 


a'l= 1 (mod q), 


再 由 本 章 定理 1 5 4104 1), 8 2р[ (а 1) , 即 有 整 数 x 使 
q=2px+ 1. 

4. ©. 由 本 章 正文 最 后 附 表 中 的 第 (13) 张 表 知 道 ,g= 3 
为 了 =43 的 一 个 原 根 . 

(1) 911048 = 39, ind7=35, іг indx= y, M H 
所 给 同 余 式 导出 


39+ у= 35 (mod 0(43)). 
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т іпах= у= — 4 = 38umod 42), 故 indx= 38,92 
ТЗ) = 17 (тоа 43). 
(2) 査 表 知 ind17= 38, iZ пах = у, 则 有 
8у == 38 (тоа 42), 


ИП 
4y = 19 = 40 (mod 21), 
MEI 
у = 10 (mod 21), 
Ti 


у;=10, y, =31, 

查 表 得 二 解 x (= 10, x, = = 33 (mod 43). 
(3) 査 表 知 ind8 = 39,іпа4 = 12, #19 
39х == 12 (тоа 42), 


13х == 4 (mod 14). 
HT 2 14,2114, 0 2113х. 0 х= 2у, F j 
13у = 2 (mod 7). 
故 
y= —2 (mod 7), 
于 是 
x=2y = -—-4 == 3 (mod 7). 
为 保证 2|х,4% x= 10,24,38 (mod 42). 
5. 证 : 先 证 必要 性 . 
讽 mh 为 一 个 素数 , 则 它 必 有 原 根 g 存在 , 且 由 原 根 定 义 ,9g 
KF m 之 次 数 即 为 m 一 1, 取 a=g а. 
再 证 充分 性 . 设 有 a 使 a” = 1 (тоат, НН 


(1 <r<m-2), 都 有 a’ 所 1 (mod m) .要 证 m 必 为 素数 . 
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用 反 证 法 . 若 不 然 ， 必 有 ту, m 使 
т= mim;, m 22, m,22, (т, т.) =1, 
m=p', p HR, 5>2. 
在 第 一 种 情形 ,我 们 有 


фт) = о(т,) ф(т.) <(т\|-— 1)(m,— 1) 
= туту ту т,+1<тут, 1 
= т 1, 


而 由 欧 拉 一 费 尔 马 定理 有 
as 1 (mod т), 


这 与 a 的 次 数 为 m 一 1 #5. 
在 第 二 种 情形 ， 我 们 有 


plm)=p !(p-1)=p'- p'l<m-p<m-2<m-1, 


仍 如 上 导出 与 a 的 次 数 为 m - 工 相 矛盾 . 证 完 . 
6. 证 : 显然 有 


(=g) l= 1 (mod р). 


情形 一 . 设 p == 1 (mod 4) ， 我 们 来 证 — ç 的 次 数 』 
作为 p 一 1， 反 证 , Ë 1<h<p-23EZ2 0 Dh, р 
有 


g'=(—g)'=- | (mod р), 
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从 而 g 的 次 数 也 至 多 为 hp 一 2, 这 与 g 为 原 根 了 矛盾 . X 
由 本 章 定 理 1 有 


hni(p— 1), 
注意 到 2Xh ,就 得 到 hl(p 一 1) 2， 于 是 也 有 
(—)'Р71!2 = 1 (mod p). 
H p= 1 (mod 4) 有 (- 1)%11⁄2—< 1, 于 是 上 式 表明 
£" = 1 (mod p), 


这 与 g 为 p Z E W 3 j. ИЕН Ае p- 1,1 — g 
DWA p 之 原 根 . 
情 形 --. 设 p 3 (mod 4). Ag 为 p 之 原 根 , 故 


g っ ¥ 1 (mod p). 


再 由 
(925+ DG — 1) =g9 ビ リー 1= 0 (mod р), 
得 
gs = – 1 (mod p). 
ВЕН p= 3 (mod 4) 有 
(= 1) "7 == 一 1 (mod p), 


由 以 上 两 式 即 得 
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(= 4) 2 = (= 1)(— 0) =1 (mod р). 
P FAF, SHEH h <А< (р 1) 2), 部 有 
(— 9)" % 1 (mod p). 
反 证 , RE h(1<h<(p-1)⁄2), 使 
(~ g)!'== 1 (mod p). 
同上 法 可 证 必 有 27h， 于 是 
g"=(—1)*g=(- DA д)" == (— 1) (mod р), 
故 
g*= 1 (mod p), 


但 1<2h<p 一 1, 这 又 与 g HIRIT Н.Х uE B] íf k 
时 g 之 次 数 必 为 (p 一 1) /2. 
7. 证 : 由 本 章 定 理 $ 知 ,p= 2"+ 1 惟有 
の (pー1) テ の (29 = 2"! 
條 原 根 . 又 p 愉 有 (pー1) 2 = 2" 條 平方 剰余 及 22 1 个 


平方 非 剩余 . 设 a 为 p 的 任 一 个 平方 剩余 , 则 由 欧 拉 淹 别 
RIFA 

a = 1 (mod p), 
МШЕ RL Fr l Кр 之 原 根 .由 以 上 所 证 即 知 ,对 素 
数 p= 2" +1, 4 Н1У чар ЮР БУЗ 8, ар 之 


317 ・ 


EUR. 下面 只 要 证 出 3 为 p 之 平方 非 剩 余 余 即 可 , 即 证 ( ) 


ェ ー1. 
HALAK 


H 1р=2"+1==(— 1)"+ 1 (mod 3) Нр22+1=5 
NEDD n HBE p= 0 (mod 3), 这 不 可 


Hë). -是 必 有 pp 寺 2 2 (mod 3) .于 是 
(2 )=(#)у=(-5)=-1 


这 下 是 所 要 证 明 的 ， 
8. HE: 仍 由 本 章 定理 $ 知 ,p= 44+1 ti 
ф(р— 1) = ф(44) = ф\4)ф(ад) = 2(4—1) 
TER, E рЕ@ЕЯНСр-— 1) =29 个 平方 剩余 及 24 个 平 
方 非 剩余 .同上 一 - 题 证 法 知 ,p 的 任 一 个 平方 剩余 必 非 原 根 . 
首先 来 证 2 必 为 p 的 一 个 平方 非 剩余 .我 们 有 


{p— 14—11) 


(= (р) 1-р, 
р 


故 2 确实 是 p 的 一 个 平方 非 剩 余 . 
剩 下 述 要 证 2 为 p 的 一 个 原 根 .我 们 用 反 证 法 ,车 2 不 
是 原 根 , 则 必 有 1 1<!<p- 1= 44, 1|4g, 使 
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2 = 1 (mod p). | (5) 


显然 了 1 由 站 4 知 只 有 以 下 几 种 可 能 :1 一 2,4,9 或 24 
(ТА I< 42, 敵 ! ミ 49). 

营 1=4, 由 (5) 式 有 p115, 故 p=3 或 5, 这 与 已 知 
423, тр= 445 +121326. РАЯ [= 2,4 1 
24. 于 是 恒 有 | 
| 224 == 1 (тоа р. (6) 


HEPSI (modd 9020) = 工时 也 有 


— усх „ОЬ 


即 xx 与 p 一 x 因为 p 之 二 次 剩余 ,于 是 同样 当 ( )=-- 
時 也 有 (ナー ) = 一 1, 即 x 与 p 一 олер 


于 是 ,在 1,2,…,p-1T 这 p-1 个 数 中 的 全 部 (p- 1) 2 
= 24 个 平方 韭 剩余 中 , 恰 有 4 个 奇数 , 恰 有 а 个 为 偶数 . 设 
其 中 的 q 个 为 偶数 的 平方 韭 剩余 为 27,,27。,… ,2r,(1< 
r.<(p— 1) /2). 

容易 看 出 ,r ог, EA p 之 平方 剩余 ,这 是 因为 前 面 
已 证 出 2 为 p 之 平方 非 剩 余 , 若 + 也 为 p 之 平方 非 剩余 的 
话 ,由 上 一 章 引 理 4 知 27, 必 为 p 之 平方 剩余 ,这 就 导致 了 
та. АЮ х (1 < j< gq), 使 


x= r, (mod р), 
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出 此 两 边 乘 方 (p 一 1) 22 次 即 得 


r= FPS == x" =] (mod р). (7) 


H (6) 与 (7) 得 
(27)2= 1 (mod p) (1<]<д), 

而 24 <р- 1 因此 4 个 偶数 27 ,2 … ,27, КЕ р 
之 原 根 .它们 又 都 是 p 的 平方 非 剩余 .于 是 p 至 多 只 能 有 
2-1 = 24g- 9=4 个 原 根 , 而 对 9>3 有 24 一 2> 9， 
这 与 p 有 2g 一 2 个 原 根 予 盾 .这 就 证 明了 “2 不 为 p 的 原 
根 * 这 一 假定 是 错误 的 , 即 2 必 为 p 之 原 根 . 

9. 证: 

(1) h p= 1 (mod д, —^)=(-1) 2 
=],  - 1 8 p ZF y R] 88, ГА x2 == — 1 (mod р) 
ШАТЫ: x, 及 — x, (mod p). 由 于 


+ 


(= ууа )=( X.) 
Р p p 

故 x Sx BAN p ESMAR p 2 РЭУ ЗЕ R 

余 . 下 面 只 需 证 出 x 为 p 之 平方 非 剩余 即 可 .用 反 证 法 , 若 

xA TARAR WEARI y, phy 使 y= x (mod р), 


yt==x;==— | (mod р), у*=1 (mod p). (8) 
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设 yy 的 次 数 为 1, 则 由 本 章 定 埋 1 有 /8,1l(p 一 1). 由 118 
知 ,1 三 1,2,4 或 8, 人 得 由 (8) 中 第 一 式 知 [#1,2,4, 于 是 必 
mE 1=8, Р 81(р- 1), 11 р 1= 49, 它 不 能 被 8 整 
际 ,这 个 矛盾 就 证 明了 “x, 为 平方 剩余 "这 个 假设 是 错误 的 . 
(2) ЊТ х=-—1(тоа p). WH хі = 1(mod р), 
而 p 一 1= 4q > 4, й x, 5 — x, 不 可 能 为 六 之 原 根 . 由 
本 草 定 理 $? 知 p 有 og(p-1) = ф(44) = ф(4) (4) 
= 29 一 2 个 原 根 ,显然 p 的 平方 剩余 组 不 能 为 p 之 原 根 ， 
再 除去 + x, 这 两 类 , 剩 下 的 恰 有 29 一 2 个 平方 非 列 余 , 于 
是 这 剩 下 的 2g 一 2 个 平方 非 镜 余 必 和 丝 为 p 之 原 根 . 
(3) 先 求解 x= — 1 (mod 29). | 
查 指 数 表 知 ,g= 2, іпа(- 1) = 14, $ іпіх= у, JJ 


2y 14 (mod 28), 
于 是 
у 7 (mod 14), 
MA у= 7, у,= 21. 十 是 查 表 得 二 解 为 
x, = 12, x,= 17 (mod 29). 


由 于 (29- 1) 2= 14， 而 以 下 14 439 

L= 1, P= 4, P= 9, = 16, £= 25, 6 = 7, 

P = 20, 82 = 6, 92 == 23, 102 = 13. 11 = 5. 

12* 28, 132 == 24, 142== 22 (mod 29) 为 模 29 的 全 

ПОТА. J ht 29 的 全 部 原 根 为 以 下 14- 2= 12 个 数 : 
2, 3, 8, 10, 11, 14, 15. 18, 19, 21, 26, 27. ` 
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解法 二 ， 因 为 (29) =28=(4)(7)， 面 
メー 16Җ%Е], 7 =12¥ 1, 2!#== (12)? == 28 =~ 1 (mod 29), 
于 是 2 必 为 29 的 一 个 原 根 . 而 lot29) ) = ф(4) (7) = 12, HI, 
2,… , @(29) = 283528 个 数 中 与 28 ERAI 12 个 数 为 以 下 12 


1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27, 

ип: 29 的 原 根 由 以 下 12 个 数组 成 ( 查 指数 表 岂 可 ) 
‚ 22=8, 2°== 3, P= 19，2 二 18, 2 == 14, 
2 27, XV = 21, 25= 26, = 10, X= 11, 
227 == 15 (mod 29). 

(用 到 本 章 定理 4 推论 1 中 的 做 法 .) 

10. Е: 与 上 两 题 方法 相同 容易 证 明 ,p 有 2" 1а 个 平方 剩 
RR iq 个 平方 非 剩 余 , 且 p ЖШ ф(ф(р)) = ф(2"4) = ф(2") @ 
-(q) =2" !(gqg 一 了 个 原 根 , 同 时 容易 证 明 , 如 果 a 为 p KIERR, AE 
Z a 必 为 p 的 平方 非 剩余 . 剩 下 只 要 证 明 以 下 儿 件 事 就 行 了 : 

(а) 证明 同 余 方程 | 


2 '== —1 (mod р) (9) 


fA 2"! 18 (mod р). 
(b) WHO) REREN р 的 平方 非 剩 余 . 
(с) 证 明 (9) 式 的 解 皆 不 为 p 的 原 根 . 
先 来 证 明 (a)， 由 本 章 定 理 3 知 ,(9) 式 的 解数 (mod р) № 
(27i, р DSi, FÀS, 这 正 是 所 要 证 明 的 . 
BEuE(b). 設 x, 为 (9) 的 一 个 解 , 则 有 


Еі __ Ploy? эл] 
X 2 "ЕХ, “Ах 


)4 к= (—)š = — 1 (mod p), 
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于 是 由 欧 拉 判别 法 有 ( > ) = = 1, х p Z УН. 


最 后 证 明 (c) . 设 xo 为 (9) 的 一 个 解 . 则 
х= (х2 )?к=Е(—1)°=1 (mod p), 
{Нр-1=2"д> 2". 因此 xo 必 不 为 已 之 原 根 . 

由 上 证 即 知 . Mp HI a 个 平方 非 剩余 中 除去 (9) 的 
2"-! 个 解 , 剩 下 的 2"-!(g 一 1) 个 平方 韭 剩余 即 为 p 的 全 部 原 
н. | 

11. 证: 

(a) 设 a 为 m 之 平方 剩余 , 则 有 x 使 

a= x? (mod т). (10) 
于 是 由 欧 拉 - 费 尔 切 定理 有 
атт 2 == xem 1 (mod m). 
(由 (a,m) =1 及 (10) 式 出 必 有 (x m) =1.) 
反 过 来 , 设 有 (a, 普 )》=1 H 
a m2 | (mod m). 


设 g 为 т 的 -一 个 原 根 ， ind а= TESES ( т) „ 


д] 


grem 2 д®'т)? == 1 (mod т). 


由 g 为 原 根 及 本 章 定 理 1 有 
| 
の (m) 0207. , 
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pett 2\r. iir = 2k 47 


ナー 2k 


a= ф= = (g) (mod т). 
аут 之 平方 剩余 . 
(b) Ea YO ro BJ HL x fs 


x 


= а (mod т), (11) 


x 与 mox PAi t — 之 问 ,不 妨 设 


Іх — ° 
(HT 2 Ym 时 此 即 1< x< ml ‚4 2|т 时 ( Fo m) 
„HCx, m) =1 知 必 有 x= — ,#k 2 m 时 也 有 


о ни, 
2<2х<т- 1. 
故 必 有 
x= 一 x (mod m). 
这 就 证 明了 (11) 至 少 有 两 个 解 
剩 下 要 证 (1 切 不 能 有 多 于 两 个 解 (mod т). 


因为 m 有 原 根 , 且 m >3,® m4, р", 2p* (p>3 
жх, х2 D.A т=4М т=р уа ЈЕ, е 


HAAA. J FZE m=p (p23, 222) Ж т= 2р" 
(p>3, a21) 的 情形 . 
WEE m= p (p 之 3，X 之 时 (11) 恰 有 二 解 ,由 


х2 = а (mod 2р?) (12) 

Че F 
Í х == a (mod 2). (13) 
\ ?w= а (mod p°), (14) 


ШО 153 х а= 1 (mod 2) 及 (14) 恰 有 二 解 ,于 
是 推出 (12) А. В АЙ 证 出 


L= а (mod р) (p>3, «>2) (15) 
有 解 时 解 有 两 解 即 可 . 设 为 (15) 的 一 解 , 则 严 一 2 也 为 (15) 
XZ — 8.2 1 < x< px. M| х ре 加 中 必 有 一 数 在 上 与 訪 
之 间 ， 不 奶 设 


1<%<(р*— 1) ⁄2. (16) 


p*— xo >= xo (mod p’), 


否则 就 有 2х, = 0 (тоа p” ,这 与 (16) 予 盾 . 这 说 明 xç j 
р” Xo (LS 前 本 人 不同 全 mod р p 的 解 . 如果 (15) 还 有 第 
个 解 y ,我 们 要 证 yo 不 可 能 有 
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у= x Кр, pek .1<s<x-1, (17) 

或 

у,=р^- x+ kpt. pik. 1<5<@—1. (18) 
之 形 状 . 因 者 117) 成立 、 即 有 

a = yo= (хо Кр) "= x+ 2kxgp' t Кр? 

= а+КрХ2җ+ kp) (mod p”), 

Р 
2 0 (тоа р). 

А pl|x,, М pia, 2х Ах п ВЕ. 同 法 可 证 ( ТИЕ ЖШ 


HH Г, хор хо — (mod р) É yo t 
х= а (тоа р) (19) 
HISE, Н хо xu 关于 modp 两 两 互 不 同 余 ,这 与 (19) 有 和 解 
時 愉 有 - (тоа р) ША. 
(c) 注意 与 m 互 素 的 整数 存 1.2,...、 m HRK qlm) 


+, Slam): = 1 HV (m-am) = 1 因此 与 m H ЖКХ 
oim) TRP, RA om) 2 T < m2 的 (为 什么 不 能 有 等 


Fm 72,24 2 下 时 万 显然 , 当 24m НН っ ,m)>1 Bl 
HABER э), 
显然 ,oil(1< j< рт) 2) FAm 之 平方 剩余 ， HPA А E] 
祭 (mod m) ,否则 的 话 , 可 设 有 i= j 使 

аз = а: (mod т), а>а, 


wj 
(a+ a) la а) = 0 (mod m). 
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# m= р", їїр23 H x>2,J Z 4 и] И Н Н | 

ак а=“ 0 (mod р), (20) 

© a— а= 0 (mod р), (21) 

否则 相 加 就 得 pl2a,, t pla, 这 表明 (a， m) 之 p, 这 与 (ai,m) 
=] тй. 于 是 必 只 能 有 | 


at a = 0 (mod 四 | 
成立 , 或 
ар a, = 0 (той р?) 


成 立 ,这 与 Ts <а<а< 全 =p? 矛盾 


Ж т=4, 则 显然 1 为 4 之 平方 剩余 ,而 3 为 4 之 平方 非 
剩余 ,此 时 结论 (c) 已 成 立 . 
# m = 2р", 则 与 mm 互 素 的 数 必 为 奇数 ,于 是 2l(a;+ a), 
2|(a,— ад, | ーー f -. 
(a,+ a) (a,— а) = 0 (тоа 2p°), 
有 | 
(а+а) (а-а) = 0 (mod p”). 
若 有 х= 1, АЙ р (а а) 8р Ca а); 于 是 此 时 
必 有 m= 2p|(a + а) # m =2pl(a — а), 
者 有 x22, 同上 可 证 必 有 
p (e+ a) вё раба, -а), 
于 是 也 必 有 


т = 2p*|(a,+ а) 或 m= 2p*|(a,— a). 


而 这 又 与 1<w<w< 办 = р" Ж. 


这 就 证 明了 ,al?,q>,...， aima Ут 的 两 两 互 不 同 余 
( mod т) 的 g(m) /2 个 平方 剩余 .由 平方 剩余 定义 , 设 p 
为 т 的 任 一 个 平方 剩余 , 必 有 正 整 数 Ь,.(Ь,,т) = 1 # b 
= b? (mod m), 1<b <m. РЕБ, 5 m Б, FUA 
一 个 是 在 1 与 m /2 之 间 , 不 妨 设 

1<Ь,< т /2, 

XIN(b,m)=1, 于 是 必 有 某 个 a(l<jg qlm) /2), fE b. 
= a, BH b = b’ = a? (mod m), ZERAT m RA 
фт) /2 个 平方 剩余 . 

12. 证 : 充分 性 已 在 上 题 中 给 出 了 证 明 . 下 面 只 证 必要 
性 . 

设 加 之 3,(a,m) = 1, Н х= а (mod m) 恰 有 两 解 ， 
Жит 必 有 原 根 .用 反 证 法 . 设 m 没有 原 根 ,由 本 章 
$1 — $4 的 讨论 知 ,m 必 不 为 下 列 情 形 : 


2, 4, p. 2p (р>3,5>1). 
T£ m 25, H m 为 下 列 形状 之 一 : 


(1) m=2%, b23, 
(2) m =2°p*, a21, c22, 


(3) m =2°p i... ps, c20, s>2, «>»1 (1<i< 
5), pi>3 (1<i<s). 


先 讨论 情形 (1) .此 时 
x = 1 (mod 2°) 
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除了 有 x= 1, — 1 外, 至少 还 有 二 解 x 圭 ダコ ー1, 2 I+ i, 
这 四 解 显然 是 两 两 互 不 同 余 的 {mod 2) .因而 (1 是 不 可 能 的 . 
再 讨论 情形 (2)， 由 于 с>2, 故 


x= 1 (mod 2) 


至 少 有 两 个 mod 2 不同 的 解 as. 
又 知道 


ҳ2 == 1 (тод р") 


к x, (mod 2°), К x, (mod 2°), 


x = y, (mod р"), x, = у, (mod р°), 


{2 x, (mod 2°), (<= х› (mod 2°), 
x,= y, (mod p°), x, = у, (mod p”), 
《利用 孙子 定理 即 可 求 得 解 来 ) 就 得 到 - 

xX = 1 (mod 25p2) 


的 四 个 解 ( mod 2"p* ) , 这 四 个 解 显然 两 两 互 不 同 余 
(mod 2: p") ,因此 情形 (2) 也 不 可 能 出 现 
最 后 考虑 情形 (3) .用 与 (2) 相同 的 方法 可 证 ,在 此 情形 


х? == 1 (mod т) 


有 多 于 2 个 互 不 同 余 的 解 (mod m) , 故 情形 (3) 也 不 可 能 出 
现 .而 在 除 这 三 种 情形 以 外 的 其 它 任 一 情形 ,m 必 有 原 根 ,得 证 . 
13. W: 由 于 (KK，p) = 1, 
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| k != 1 (mod р), . 
当 n= 0 (тоа p~ О Ни = (p— 1) м,н, НЕ 

k=(k "= 1 (mod p (1<к<р- 1), 
故此 时 有 有 | | 

-I 

У = р— 1= -1 (mod p). 

k=] | 

现在 考虑 n >= 0 (mod p- 1) 的 情 形 . 設 g 为 模 p 的 一 

KAR, W g, 02, ...， д! HR р 的 一 个 简化 剩余 系 ， 于 是 


п | п -一 n: 


Уе = と (の "= デー が ー 1 == 0 (modp). 


| 


14. 证 : Ek g 为 模 p 的 一 个 原 根 ， 由 本 章 i 定理 4 推论 1 
ийдиш, EA 


{41<п<р-— 1, (n, р-1)=1} 
H olp- 1) ЗУ р АЈА ВЛ, TERRAN 


У и = Ут иуи 


п =] n= rin | 
{п.р—1) = 1 (gp 一 |) =] ғр 1) 
= Ур у 

ロロ (ロー!) riip- 1) m=1 


由 于 ri(p 一 1)， нетра о >= 1 (mod р), 
否则 与 ив. 于 是 


(pZ! 


r ーー キイ テー レル 
>》 д" = q "g == -人 一 4" == 0 (mod p), 


"PTE の ーー | りー l 


因此 得 到 


- 1 

Уа = и\р- 1) (mod р). 
п 1 

(н.д [=] . 


注 {ЕЕ Ehi ASIE BH P H 20 Y Ж ЕЗ РЕ и (n) 的 如 下 


и f = 1. 


> гій 0. п>], 


15. Е: !j Б-Н]. ЖАЯ, Ei g A p 
的 一 个 原 根 , 则 疡 的 原 根 之 积 为 


| L" Í | 
рт р 
о = gu" Dr-1， 记 SS=》P， 


п= 1 
Up 11-1 


tnp- ЖЫ 
本 上 题 问 法 可 得 ( 令 叶 = тт) 


ー 1 : {Рр—1) f | 
s= Y n} ик) 一》 ию) У т 


n= | п rip- 1) m=i 
пр 1! | 
21у 2-15) 
=Y а(н) — А 
ГЕМЕ 2 


= PZY ur) (Pt + р 


p=! ) 


時 
- | (р — 1) г\(р- |) 
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_ _(р- 1): u(r) 


2 „т r 
= W7) = ф (p 一 1) 


= 0 (mod p-1), 
TEA s= (p— 1)1, 故 所 有 原 根 之 积 同 余 于 
g' == д? = 1 (mod р). 
Ж ”上面 证 明 中 用 到 麦 比 乌 斯 函数 的 如 下 性 质 : 
ф(к) = k> ulr) . 
НК Р 
LHA p> 58, 2|ф(р— 1)—#ЕЖ. 
16. 证 : Ept- 1) /2 个 平方 剩余 及 (p 一 1) 2 
个 平方 非 剩余 ,而 (p- 1) /2=2271. рж ф(р- 1) А 
原 根 ,而 р(р— 1) = ф(22) = 22*-1={(р— 1) の . 注意 到 
一 个 原 根 必 为 平方 非 剩余 ,于 是 那 2 :个 平方 剩余 皆 不 


能 为 p 之 原 根 ,于 是 p 的 简化 剩余 系 中 剩 下 的 那 2*-! 个 
平方 非 剩 余 必 锋 为 p 之 原 根 . 

17. 证 : 由 上 一 题 知 ,只 需 证 明 7 Жр 的 一 个 平方 非 
剩余 就 行 了 . 

対 k=0, 有 p=3, 7= 1 (mod 3), 此 时 显然 7 是 p 
的 一 个 平方 剩余 , 故 大 = 0 时 7 不 为 p 之 原 根 . 
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Р 1,47 p= 1 (mod 4) ,于 是 由 二 次 互 倒 率 有 
7 = (P. 
(—)=(—). 
我 们 只 要 证 明 . 
P ニー 
( 7 ) | 
即 可 .注意 到 对 模 7 来 说 有 


故我 们 只 要 证 : 

我 们 有 

2'= 4, 22= 16= 2, 27=2= 22=4 (mod 7). 
FERGA. XH kzl, 
22 = 2 或 4 (mod 7), 
НХ k> 14 
p=2"+1= 3 sË 5 (mod 7), 

这 就 完成 了 证 明 . 

18. 证 : 先 证 充分 性 . p= 3 (mod 4), 取 g 为 p 
的 一 个 原 根 , 令 h= 一 g, 由 本 章 习 题 6 知 , 有 关于 p 的 次 


数 为 (p 一 1) 2, 从 而 不 为 p 之 原 根 .我 们 要 证 这 个 hh 就 
满足 我 们 的 要 求 . 即 要 证 明 , 对 有 = — g, EA S PIE. 
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数 皆 不 同 余 (mod p). 用 反 证 法 , 设 有 ni,n， 
I<n <n.<p—- 1,(пүп,.,р— 1)=1.,Н 


h> = h" (mod р). 
那么 就 有 
h>" = 1 (mod р). 


(Cg == 1 (mod p). (22) 


H (ии, р 1) = 1, M 210 = 1), IL n, 5 n. > EE 
为 奇数 ,因此 2|(п,— п), (22) 式 即 得 


g: "== 1 (mod р), 


Ai l <n,- n < p— 2, X j g ЈА. 

现在 米 证 必要 性 .显然 ,我 们 只 要 证 明 下 述 结论 即 可 : 
# p= 1 (mod 4)， 则 不 论 有 是 怎样 一 个 整数 ,只 要 有 h 
不 为 p 之 原 根 , 则 集合 S( ヵ ) 中 的 p(p 一 了) 个 数 中 至 少 有 
两 个 是 同 余 的 (mod p). 

设 有 为 任 一 个 整数 ,hh 不 为 p 之 原 根 .于 是 不 妨 可 以 假 
is h AE p 的 一 个 d P; ú, P Ht | 


000 10, 1<0<р- 1. (23) 
我 们 可 以 假设 有 止 整数 1 宇 2 使 | 


情形 一 . 设 p= 24+ 1, k>2. 此 时 有 
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op- D=, 4=Ж%/. _ (25) 

如果 7>3。 IH(25) 显然 有 р(р—1)>4,Н h Æ d KILA, А 

WJ JJ ЕЖЕ ИК Р.А НИ d T br S mod р 不 同 的 ,而 

0(pP-1)>d, 因 此 SOp) 中 至 少 有 两 个 数 是 mod pf 同 余 的 . 
如 果 1= 2, RURA 


фр-1)=2!, gd=2 に | 
显然 d 二 1 与 p 一 1 HER, H1<d+1<p=1, FË h 3 h"! 
ЈЕ Sh) PKR, h A d 阶 元 知 
1 == h (mod р). ú 
HEZ. üe p= 2"rF+ 1, m>2, r2>3, 2|r. PRR h 
为 一 个 d 阶 元 ,二 设 | 
ср 1=41, 1®2. 
于 是 有 
op(p—1)=2" tlr), d= 2" Л. (26) 
(1) # I=r,. 2yr,. 3<r,<r H һе, Ш к= rr,， 
КАШ I<r <r/3, REF 4= 2". W #& a PL IE iZ 
r= r r p ЖН (к. r) = 1, ТАЧ 3 plir, 
p. 535 H pdr. 5E d+ r... 9 k(d+ r, p- 1) = 1.82 
5 жр 1(р- 1), p.l(d+r,) MUE p,>3 且 或 者 
p. тынар IEP, Ir, 由 dtr rtra A pl(dtr) 
有 p drp ro г) =1 矛盾 : $ p dra Mh p. >2, p.l 


аавв. татай 
有 (d+rn p- 1) = 1. 又 易 见 有 | 


r <2(r,— 1) <2"ку(к,— 1) (к,>®3 BF), 
于 是 当 产 兰 3 时 有 
3<r,<r,+ d= 2"r t r < 2”r r < 2”r r = (р 1), 
面 当 7。 モ 1 BF, E r= г, > 3, HB th у 
1 モア くす オチ ニブ リオ まく ププ ティモ pー 1, 
JA h” Бп TE SO) ЕН, A hi 
h“ = h“ (mod р). 
(2) #1= 2"1⁄r.,1<m,.<m- 1,2fra r> trar. 可 设 
к= күк, = rrp XH r1 R(r,.r ) = 1 RA GHT fn] # 
数 ріг, €A pdr, Hir, r) =]. Xš m= m.,+m,. 


I<m,<m- 1. 与 上 类 似 可 证 必 有 (d+ri,p 一 1)=1, 义 


r< 2(т,— 1) <2 ir (r,-— 1), 
Ж АНЕ it 
й+т,= 2" + 21у < 2" = pl. 
m r = 1 时 易 有 
d+trs=2 r+ 1< 2"r <2"r rr, = p 1. 
AE RTI A h' Ej hota BESC) P, h = 
ht (mod p). 


(3) #1=2"т,. 2Yr,, r.2 1, mir, n<r, is 
r=rr FE r23, 24r. Fj 9 ニテ ,. 定 X r,= ку, 
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r, 1 或 者 当 pir, 时 必 p iri ilr, т) 一 I. 取 d+ 2r,, 
类 似 可 证 (dg+ 2r,. p- 1) = 1.34 r,= 1 HSA 
d+2r,=r + 2< 2к,< 2", 2"гүгу =pl, 
而 当 r >3 时 易 有 2r,< 2rir < 2" ғу, 
d+2r,=r + 2r,< 2”"rir, < 2"rir,r = pl, 
JA ñ] А27 1 htta YRF SC) Н 2 == hi? (mod p). 
19. 解 : H ф(р- 1) = ф(70) = 24 知 p=71 有 24 
个 原 根 ,在 1 到 70 中 与 70 互 素 的 是 如 下 24 个 自然 数 : 1, 


3, 9, 11, 13, 17, 19, 23, 27, 29, 31, 33, 37, 39, 
41, 43, 47, 51, 53, 57, 59, 61, 67, 69. 


7'=7, P=343 = 59, 7? = 59 = 205379 = 47, 7" 
=P .47= 31,73 = 31 : P= 28, 717 = 74. 28= 
7 ` 59 - 28 = 62, 79 = 72 - 62 = 56,72 == 7 · 7: 
`56= 7 · 59 · 56 = 53, 727 == 7 · 59 · 53 = 21, 
729 = 72. 2] == 35, P= P - 35 == 11, 73 == 72 

ll = 42, 77 = 7 - 59 - 42 = 22, 7» 
== 72. 22= 1078 =13, 79 == 72 - 13 = 637269, 74 
==72. 69= 3381 = 44, 7#= 7 ` 59 · 44 = 18172 
=67, 79== 7 . 59 · 67 = 27671 = 52, 75 =P? . 52 
= 2548 = 63, 77==7 · 59 · 63= 26019 =33, 79 = 7 
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` 33= 1617 = 55, 7 = 7° 555 2695 = 68, 7°! 


= (7)? · 76 = (59)? - 68 = 236708 = 65, 7% = 
65 = 3185 = 615 (mod 71). 

于 是 模 71 前 全部 24 个 原 根 为 

7, 59, 47, 31, 28, 62, 56. 53, 21, 35, 11, 42, 22, 
13, 69, 44, 67, 52, 63, 33. 55, 68, 65, 
61 (mod 71). | | | 

又 计算 给 出 : 

7`= 16807 = 1684 (mod 717), 


7'9 = (1684)*= 2835856 = 2814 (mod 71 12), 


` 


7° = (2814) := 7918596 = ~ 815 (mod 712), 
7%= (— 815)2= 664225 = - 1187 (mod 712), 
70=70・ 72 . 740 == (2814)(— 815)(— 1187) = 


(2814) (967405) == (2814) ( — 467) = — 1314138 
= 1563 (mod 71? 2) ， 


Н 77-1591 (mod р?), 由 本 章 定 理 8 知 ， 7 УУТ. 


712= 5041 的 一 个 原 根 .又 由 本 意 定 : 理 12 知 ,7 也 为 
2p?= 10082 的 一 个 原 根 . 
20. 解 : 设 g 为 p 的 一 个 原 根 ,由 Fpa, 故 若 有 解 ， 


也 必须 有 wa 可 设 b=ind,a,y=ind,x, 于 是 原 间 余 
方程 变 为 | | | 

ーー g” == の (mod p) ， 
即 ーー 
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9% == 1 (mod p), 
HH] g 为 原 根 ,于 是 得 到 等 价 的 线性 同 余 方程 
ny= b (mod p- 1). (27) 
由 第 四 章 关 于 线性 同 余 式 的 结论 有 ,(27) BERA, 
一 1) |b 时 有 和解 , 且 解 数 为 (n，p 一 1). 于 是 必须 有 (n， 
リー D) = n. BI nip- 1), H nib, BARIER, (27) 有 
條 不同 的 解 (mod р 1), 从 而 原 方程 也 有 n 个 不 同 的 解 
(mod p). 因此 充 要 条 件 为 ; 


1) ni(p=1), 


2) nlind, a, gH pE- ARROKA USB qa 
nlind a Вп). 
21. Ж 由 ga+5=p 有 а=р- Б == -b, [М г. 


-ind a= ind (= Б) = ind.(— 1) +ind b .: 
(mdp-D), 098) 
XA g 为 原 根 时 必 有 2. 
gi ` 1 (той р), 
因此 ， 再 由 | 
(gi + I) (g F —1) テア ーー 1= 0 (mod p), 
即 得 . ， 
| Жи = ~ ] (mod р). 
没 一 1 关于 。 的 指数 为 ind (一 1), 则 由 上 武 又 有 
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| 


g 2 = -1=g™D (mod p), 
此 即 
の パー リー = 1 (mod р). 
由 于 g 为 原 根 ， 因 此 必 有 
ind (- D- 21 = 0 (mod p-1). (29) 
由 (28) 与 (29) 式 即 得 | 
ind a— ind b= ind (—1) = 251. (mod p— l). 


第 十 四 章 


1. 证 : 设 x 为 一 个 整数 , 若 21 x ,那么 , 当 44+x 时 有 
x=2(2y+ 1) ,于 是 ーー 


х?= 4(2у+ 1)?= 4(4у?+ 4y+ 1) =4 (mod 9), 
而 当 4 | x 时 显然 有 | 
х?= (4y)2=16y2= 0 (mod 8). 
如 果 2 rx ,可 以 设 x=2y+ 1， 


х?= (2y+ 1)2=8 · уот) + 1==1 (mod 8), 


因此 , 若 a ,b,c ,d 中 有 一 个 为 奇数 , 则 由 上 面 的 讨论 有 


1+4+4+4 == 5 
| 1+4+4+0 = 1 
а?+ 2+ с2+ Ф == (тоа 8), 
1+4+0+0 == 5 
1+0+0+0 = 1 


此 时 不 可 能 有 a+ b2+ сг Ф = 0 (mod 8). 
若 a,b,c, d 中 有 两 个 为 奇数 ,类 似 就 有 


I+1+4+4= 2 
а?+ + с?+ @==41+1+4+0к 6 (mod 8), 


1+1+0+0 == 2 


这 也 与 8 |(a2+ b2+ с2 Ф) 矛盾 . 
Ж a,b,c,d 中 有 三 个 为 奇数 ,类 似 就 有 
1+1+1+4 = 7 
02 十 b2+ e+ @ = l | (mod 8), 
I+I+1+0= 3 


这 与 8 |(а?+ b+ e+ の ) 矛盾 . 
# a,b,c, d 全 是 奇数 ,此 时 易 有 


а+Ь+‹г+@=к=1+1+1+1ж= 4(mod 8), 
这 仍 与 81(a2+ Ь?+ с?+ Ф) FA. 因此 a,b,c,d 必须 全 是 偶 
数 才 行 . 
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2. 证 :我们 先 来 证明 必要 性 . 
假设 m рр BEZET, ВИТ 
т = а= h= (аъ Б) (а= Б). 
21 (а= Б). А a-b=0 (той2). PEUH 
at b=a- Ь+2Ьк=а- b=0 (mod 2), 
故此 时 a+ руат Б b IARA. | 
站 (准则 有 a-b=1 (mod2), Fj 
а+ b=a— b+ 2b=a— b = (mod2), 
Жн Cat b) 05 (а= b) 同 为 奇数 . 
再 米 证 明 充 分 性 , 设 有 
= ар, a=b (mod 2), 
А a+ b= а= b+ 2Ь==а— b=0 ( mod 2) , FÈ a+b 


ЕТІ 


Е E MIRE MERITE 


_ p4 | 
m=ab=( 3 5). 


这 证 明了 m Р у BZ FI 2E. 
1. ШЕ: 如果 ヵ 为 奇数 , 则 由 上 题 有 


n=n (nx 1) CE ) СЕ )° } 
_ ( ntn+ 1). a:— ( #027 D уз. 


2 2 
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7i q | Юа fy 


аа ntn— DD үз 
EER п ЖАН ninti Hj MARR, 


3 
РА 


又 和 (2* キ 1) 一 ( 21 一 | +222. 为 了 使 得 恰 
41 OxI) Oy 1) =2. 显然 需 х=у. 十 是 可 考虑 到 


а=х?+ x`. c=( x+1) +( x— 1)? 
作为 第 一 及 第 二 个 数 ,中 间 的 数 为 
atc 4x-t 2 эү? 
= ”~ 一 _ _ = Fx? 1 
Ь > > Y 


UHT A 个 ы Ж. J 。 М 上 1 ЕЯ i 到 
а= 2х, b=2x 1. c= 2x”+ 2 
II хой] 以 为 任何 整数 . 于 是 这 文 种 数组 必 有 无 穷 多 组 ， 
5. 解 : iZ х=а+а. у=а+ 24. z=a+3d,w=at4d. 


хі y+ z3 = у’? 


(a+d)`+ (alt 24) +(а+ 34) = (ат 44), 
”展开 并 消去 同类 项 得 到 | 
C+ 3а?4— За? — 14 = 0, 
MANI 
a?— 204+ 5Sa:d- 10ad™ Tad— 14d°=Q, 
ИТ 
(а= 24)Х%а?® 5а4+ 742) =0. (1) 
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由 十 25-4x 7 ニー3<0. 因 此 恒 有 
t+ Sad+ dO, 
М + 544+ 74° iX% 


5 5 
ас БЕ 4 Ы 4= + V 28 
时 才 为 0 , 因 此 対 取 整 数 的 a ,d ， 恒 有 
a`+ 5а4+74> 0. 


НОО 式 即 得 а= 24, ГРАТКИ 
х= 34. у= 41, 2= 54, w= 64, 
其 中 d 为 任意 日 然 数 . 
6. 设 有 š 
x=a, y=a+d, 2=а+ 24, w=at+3d, t=a+4d, 
ili] iH | 
| X3 十 让 十 z3 十 W3 一 在 | 
得 到 | | 
atr(a+d)i+(a+2d) + (a+3d) = (a+ 44), 
农 开 并 消去 同类 项 得 到 | | 
За?+ 6ad 一 6ad 一 28d =0. (2) 
由 于 第 - 到 第 三 項 均 能 彼 3 整除 , 放 3128d ,从 而 314, X 
由 于 第 二 到 第 四 项 均 能 被 2 整除 ( 见 (2) 式 左边 ) , 故 必 也 
有 213q， 从 而 21a. | 
S а= 2а, ,d= 34, 代入 《2) 式 得 
24а?+ 72а14,— 108а,4— (28) (27)4\=0. 
此 即 | . | 


`за}+бай,—9ай-634}4=0. (3) 


注意 左边 第 一 .二 .四 项 均 是 3 的 倍数 ,我 们 就 有 


3la,. 
5 а= За, 代入 ( 3) 式 并 化 简 , 即 得 
баз+ 6051, – 3a,di— 7di= 0. (4) 
完全 间 样 地 可 得 3ld,. 令 d,=3d, КА (4). 式 得 | 
205+ баз4,— 9 の の あー63 お = テ 0。 ` ( 5) 


这 义 同 到 了 与 i ( 3 ) 式 同样 的 情形 ,于 是 上 述 过 程 可 以 无 休止 
地 循环 下 二 ,这 与 a ,d 为 有 限 整 数 矛 盾 , илман 要求 
的 x z ,w: 不 存在 . | 
和解: 设 х- 60= у, 于 是 

 (x—y)(x+ y) = 60, (6) 
如果 x у (mod2) ,也 有 х+у=х-у+2у== x- y> 
0 (mod 2) .于 是 х-у 与 x+y 皆 力 奇数 ,这 与 (6) 式 矛盾 . 
因此 必 x Чуну ж PARR, J 21 (х— у),21(х+ у). 


义 由 于 60= 4 x 15, 只 可 能 有 以 下 四 情形 : 
| fe y=2, ` x-y=6, 
о 30, 2 10 , 
ーー 、 ルー タテ 10 [х= у=30. 
(3) 人 (4) [x+ y=2, 
得 到 解 为 ーー 


х1=16. [х=8, Ја=8.  [хщ=16, 
214, (52, (9572 1514, 


于 是 使 x? 一 60 Lupa a x 为 16 或 8. 


- | 5. 


8. 解 : 设 '—5= у, х7 5 二 2， 我 们 就 
(7) 


| ジー у= 10, 
J VY (&) 


[2х?= y+ 2°, 
HF: ИВЕ 4112, m г 为 奇数 时 有 
[?°=(21,+1)°=4(т1+1,)+1=== 1(mod 4), 
于 是 我 们 有 | 


0+0 == 0 жт 21у, 2]: . 
1+1 2 若 2үу, 212. 
EE ye , (9) 
0 者 21x， 
TES (той 4) , p (10) 
| 2 若 2үх. 


由 (8) ,( 9) ,( 10) 三 式 知道 ,与 了 必须 同 为 奇数 .或 同 为 
偶数 ,(8) 式 才 有 可 能 成 立 . 
但 另 一 方面 ,我 们 又 有 


[0- 0 三 212, 21у, 
22.31-15 0 үг; 21у. 
у ро 1 094) 2%, 21у, 

L0- 1 = 212, 2řy, 


于 是 , 当 z 8] y 同 为 奇数 或 同 为 偶数 时 必 有 有 
z2— y= 0( mod 4) , 
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然而 
10 2 ¥0(mod 4), 
因此 (8) 式 成 立时 , (7) 式 必 不 可能 成立 . 故 满足 要 求 的 正 
整数 x 不 存在 ， | 
9. И: H x+ 1=y"”! 有 
x = y= ( 一 (у у i+ э + 1) . 
i p(y 一 1), 则 必 有 Plx ,而 由 (x ,n+1)= 1 8 py(n+ l) . 
于 是 (y~1 ,n+1) 二 1 .又 我 们 有 
アキ アオ з +Í= n+1(mody-1), (11) 


于 是 yt yit … +I Dj y- 1 ER, Н RAR 
数 p|(y-1,y+ ° +I), B (11) 式 就 有 pli п+1), 
这 与 y-1 与 n+l HR JS .于 是 必 有 х=хух„.( x, ,x,) 
=] f 

х=у-1,х=у+у!+ е р, (12) 
但 是 我 们 有 

y'<l+y+ l + у (y+])", 

因此 1+ y+ … + y" 不 可 能 表 为 一 个 整数 的 n 次 方 ,这 与 


(12) 式 中 第 二 式 矛盾 . 


10. Е: 由 于 
[e=0 #тх = 0 
x'=+41 = | (mod3) , # x = | (mod 3), 
| = ュ # x =2 
于 是 
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=d! ( mod 3) .在 х= 0 (mod 3), 
| 2 车 x 三 1,2 
从 而 不 可 能 有 31( x?+ 1) ,当然 更 不 能 有 y 使 
х+ |= 3у", 
ll. 证 : 由 第 2 题 的 做 法 容易 看 出 ,对 任 一 个 奇数 ， 


r= 


А пл, ヵ 为 偶数 , 则 п 1 уян. т кан 
К 
n= 12+ ( っ ーー "ラー )^ ， 
“п 为 奇数 ， 则 
n50 ("EL j (EZL a, 
+ ARE 2 如 时 ,nz>7 而 21n 时 п>»4,Л Ж] 
以 保证 有 正 整数 x ,y,z 存在 使 | 
r= х?+ デー 22 
成立 ,这 留 给 读者 自行 验证 . 
12. iF: 由 本 书 第 -- 几 p. 65 定理 2 知 ， 
Х+ Y`= Z° ( 13) 
WA ЕЖЕ ,实际 上 (13) 的 満足 条件 
(X,Y}=1, 2|X 
的 正 整 数 終 可 出 公式 | 
X=2ab, Y=a> |р, Z=a?”+b:., 
a>b УЕ. (а, Б) = 1. 2r⁄(a+ b) : 
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表 出 .对 (13) 的 每 -- 组 解 Xo Yoo 40: 取 
хо Хой > W” YoZo , Zo 2. 


即 得 到 有 
Yi 十 уу= Ze. 
, 证 : 由 
35+ 47% 5°, ( 14) 
有 
ーー (—1)*== 1 (той4), 
以 及 
1 =(-1) (mod3) . 
于 是 x y 必须 кез 3 , 设 x=2x) ,z=2z, 代 人 《14) 
式 得 到 
5 324 47, 
JL R| 
(521+ 3) (571—3) = 4'. ( 15) 


Si+ зч = 1+( —1)`i=z]+1=2 (mod4), 


于 是 此 时 必 有 | 
| 51+3"=2, 


ーー . 
这 样 就 有 554 3 < 573" ,这 是 不 可 能 尼 


如果 24x ,那么 有 
б ача р (1) (— 1)=2 (mod4), 


十 是 仍 由 (15) 式 ,我 们 必须 有 
349 : 


[so 35=2 ， (16) 
|514 3s 2, (17) 
如果 2-1. H (16) AFDE x51, Hih (17) R4 
y=2 WE x=1, 由 (16) 式 得 必 有 z,= 1 , 再 由 (17) 
A y=2 ,于 是 :只 要 X IJ Z, пт 21 :出 必得 如 下 解 : 
х=2ху=2,‚ у= z=2z = 2. 
如果 z2>2 .x 22 ,H (16) K # | 
(5-3)(5' +355 + +3 0  S+3  )=2, (18) 


但 SI+3 5277р 39 O 5S+3 21,0018) 

式 不 可能 成立 .因此 所 给 方程 只 有 х= у= = 2 这 一 组 正 整 

数 解 . | 
4. 证 : 对 т=2% 的 情 形 , g。=0 HP m=1 ,此 

时 1= Р+0? 只 有 一 种 表示 法 al 时 m 二 2 ,此 时 有 

2=1+ 1 也 只 有 一 种 表示 法 , 

S Ma 22 时 有 m= 0 (mod4) . 若 有 


m= x+ y2, ( 19) 
那么 由 , 
|9 21(х,у) BT, 
х?+ у? == 1 ( mod 4 ) , 21 xy H 2YF( x,y) Hf, 
> 2+xy Е, 


知道 ,要 有 (19) 成立 ,只 有 21(x ,7 ,这 与 (x , リ =! 的 要 
求 不 符 . 故 x。 ヶ 2 时 没有 满 是 (19) 且 (x,y) = 1 的 表示 法 
下面 考慮 m=2 907 р 的 情形 . 
完 证 必要 性 . 设 有 
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m=atb. (a.b)=1, a20, b20, ( 20) 
此 时 必 有 (a ,m) =] ,不 然 的 话 ,可 设 有 素数 р|(т.а) , 则 
H (20) 式 也 有 plb ,这 与 (a,b)=1 矛盾 . 由 (lta,m)=1 
知 ， 
а.да. „ma 
也 为 模 产 之 完全 剩余 系 ,从 而 必 有 一 个 s (1<s <m) F 
在 ,使 
s'a= b(mod т), (21) 
于 是 由 (20) 及 (21) 式 就 有 
0 三 atb = g2(1 キ 5 の) (пойт), 
H(a,m)=1 有 1+s2= 0(modm) , FE —1 JJ m Z 
平方 剩余 , 対 任 一 奇 素 因子 p (1<i<s) , REA its” 
== 0( mod p) , 即 一 1 也 为 中 之 平方 剩余 ,于 是 必 有 
p = 1(mod4) ((= 1,7,5). 
对 m 的 因子 2" 来 说 ,容易 看 出 ,%6=1 时 ,一 1 为 2?=2 
之 平方 剩余 , 若 %o 之 2 ,由 于 显然 不 存在 s 使 
| — 1 = s”(mod4) ， 
因此 也 不 可 能 存在 s, 使 
-1 二 si (mod2°) (022). 
这 号 证 明了 必要 性 . 
下 和 面 来 证 明 充 分 性 . 当 所 釘 条 件 満足 時 ,由 于 2 可 表 为 
一 平方 之 和 ,每 个 形 如 4 た 1 的 素数 p(1<i<s) 也 可 表 为 
本 平方 数 之 和 ,再 注意 到 本 章 引 理 3 即 知 ,m 必 可 表 为 二 整 
数 之 平方 和 . 剩 下 要 证 明 ,可 以 取 到 (ke b) =la 与 5 使 
m= a +b:. 


首先 ,在 所 给 条 件 下 — 1 kE 2 0 p … ‚р 的 平方 剩余 . 
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考虑 x >2 的 情 形 .在 


x= 一 1 (mod p) (22) 
FS xsstk p ,这 里 s 满足 
s; = —1(modp) , (23) 
則 由 (22) 得 到 
2Кр = —(1+з;) (тор), ( 24) 
由 (23) 式 可 设 1+5 = рк, ГАКА (24) 得 到 
2ks; == 一 と (mod p). (25) 


由 于 (2s;,p) = 1, АЕН (25) Рорк к 来 ,这 就 给 出 (22) 
的 一 个 解 ,由 此 法 递 推 容易 验证 ,对 任何 x, 21 k p = 
1 (mod 4) ,一 1 都 是 pi 的 平方 剩余 . 
HERH Г 1,7 ,使 

(2 = —1(поа2°), 

に ー1 (mod p! ) ， 

к= -1(modp:), 
由 孙子 定理 可 求 得 ! 使 

1 =l, ( mod 2) , 

| =l, ( modp') ， 


! =] (mod p*) , 
[2==— 1 (тоат) , 


这 证 明了 ,在 给 定 条 件 下 一 1 为 m 之 平方 剩余 . 
шт HHRHH m= 1(mod 4) 时 ,由 本 章 定理 2 知 , 
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m 可 表 为 二 平方 之 和 
m= a+ b°. | 
i H (а ,b)=1 ,否则 可 设 pl(a b) , 则 plm, H p< m, 
这 与 m 为 素数 和 矛盾 .又 有 
2т = (а+Ь)+(а-—Ь)?, 
H(a+b,a-b)=(a+b+a-b,a-b)=(2a,a-b) = 
(2,а—Ь)=1((а,Ь)=1,2(2,а—Ь)=2.ЩАЯ a 
与 b 皆 为 奇数 ,这 样 就 有 2|(a2t b2) =m ,这 又 与 m 为 素 
数 矛盾 , 故 只 可 能 (2 ,a-p) =1) .于 是 2m 也 可 表 为 互 素 
的 平方 和 . 
再 设 p 为 任 一 个 形 如 4k + 工 之 素数 ,于 是 有 整数 r 
使 к2== 一 1(modp) ,X.# r, f# 
т= а?+Ь?, (а,Ь) = 1.ат„ = b(modm). (26) 
由 于 p=m 时 由 (26) 有 
0= а?(1+т2) (тойт), 
由 (a,m)=1 # r3 == —1(modm) ,于 是 p=m 时 可 取 
=. 34 p= m 时 ,由 孙子 定理 可 取 到 + 使 
Í r= r, ( mod p) , 
[7 =, (тойт) ， 
于 是 对 此 > 有 
== – 1(modp) , m=a2+b2 , (a ,b) =1 ,a r = 
b (тойт). 
由 于 p=1(mod4) , 故 由 本 章 定 理 2 也 有 u,v 使 
р= デオ p7。 (u,v)=1. 
于 是 有 0=u rv’ =v ru? (mod p) , Ниг ==0 
或 ur 三 -v(modp) Ш u = tr sk и=-—ргк(тоёр), 
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又 有 
pm=( wtr?) a+b) 
= (ua rhb) +Cubt+ ra)- 
=(ир-га)+(на+теБ)?. 
Шак== b.br = ағ == — а (тойт) RITA 
и(ағг= Б) = орга) = 0 (тойт! , 
此 即 | 
(ua—ub)r= ubt rvatmodm) , 
同 理 有 
(цпа-+ьЬ)к= gpーpg (тойт). 
设 此 时 有 ur= v K u= rr (modp) RPH A 
О = к(иг—ь) = = (utrr) ‚0 = к(и—рг)к= urt 
v (mod p), 
于 是 也 有 
(на—рЬ)гт= иБ+га(тоар). 
(ua+eb)r= ub—rvalmodp), 
于 是 有 
(ua—vh)r= ub+ ra (modpn) , 
(иа+ьЬ)т= иБ- ral modpn), 
这 对 以 下 几 种 其 它 组 合 也 成 立 : 
fur = :(modp), fur= -v(modp), 
lu=-rr(modp), |u=rr(modp), 
fur =- р (modp), 
и = r ( mod p) . 
如果 (иа гр,иБ+ ра) >1 Я (иБ-га,ша+ор)> 1. 
= а (на-ор,иБ+га) ,于 是 有 
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иа= vb (mod 2) , 
иЬ= 一 pg(mod 9) , 
这 样 就 有 ` 
а(и?+ь?)=(а и) u+ (ао) о=рир- buv=0 (тойд), 
b (u2+ 02)= (ри) и + ( ро) ›=—аиь+ аир==() ( тойд), 
ЇН (а,Ь) =1, 如 果 4q+#(e+ 2) ,由 上 二 式 就 推出 必 有 qla, | 
qlb ,这 与 (a,b)=1 矛 盾 ,因此 必须 有 
и?+ v’ = 0 (mod q) ， 
Bl и2+ 02= kq ,但 ut op, РЕНЧЕ k=1 Н a= р, 
这 说 明 p|lua— vb ,ub+ va) ,同样 可 证 也 有 
р\(ча+ vb ,ub— оа), 
于 是 pl(2xg ,2ub ,2va ,2vb) ,但 是 易 见 
(2ua ,2ub , 2pg,2 ヵ の ) = 2(и,р)(а,Ь)=2 
这 与 p 是 形 如 kti 的 素数 予 盾 .于 是 只 可 能 
( ua—vb ,ubtva) =1, 
或 者 (ub-va ,ua+vb)=1, 这 就 证 明了 pm 也 可 表 成 二 互 
素 的 平方 数 之 和 . | 
同様 可以 正明 ,如 果 24fm В m 符合 所 给 条 件 ,那么 m 
可 表 为 二 互 素 的 平方 数 之 和 ,而 且 2m 与 pn (р 为 任 一 个 
形 如 4k+1 之 素数 ) 皆 可 表 为 二 互 素 的 平方 数 之 和 .这 就 证 
明了 充分 性 (用 归纳 法 即 可 ) . | 
最 后 要 来 证 明 表 示 法 有 271. 
В т= а2+ 62, (a,b)=1, a>0,b>0, 
是 m 的 一 个 表示 法 .这 时 ,对 模 m 可 求 得 整数 使 
5°°==—1 , аз'= Ь(шойт). ( 27) 
如 约定 а?+ b2 bH a? 看 成 是 同一 种 方法 ,那么 ,对 于 使 
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( 27) 成立 的 s 以 及 使 


2 


s= —1 Б = a (mod m) 
成立 的 s' ,就 有 
bs == аѕ == -a= — bs (тойт), 


H (b,m)=1 819 s = – 5 (тоат) .这 就 证 明了 ,对 应 
将 m 表 为 二 互 素平 方 和 的 一 种 表 法 , 同 余 式 


х?к= —1(modm) 
恰 有 二 解 (mod m) . 反 过 来 , 设 二 s 为 
х?== — 1 ( modm) 


的 两 个 解 , 设 | 
т = а?+Ь?, (а,Ь) =1,а20,620 ,аз== b (modm), 
т = с2+ 42, (c,d) =1 ,c>0,d>0,cs= d 或 一 cs 


= 4(тойт), 
则 易 有 ad- Ъс= 0 x ай+ Ьс= 0(modm) (注意 (s,m) 
=1) .我 们 又 有 | 


т?=( а?+ b2)( с?+ 4?) = (ad— bc)2+ (ас+ Ба)? 
=( ad+ bc)°+ ( ac— bd)’, 
于 是 必 有 ad 一 bc=0 或 ac=bd ,从 而 a=c ,b=d 或 者 
ea=d,b=c. 这 证 明了 对 应 x2== — 1 (пойт) HZR t.s, 
怡 有 m 的 一 种 表 成 二 互 素 平方 和 的 表示 法 .因此 ,所 求 表 
示 法 个 数 就 等 于 
x = — 1 (тойт). 
的 解 数 的 一 半 . 易 证 ;对 m=2 р! р» ,上 述 同 余 方 
程 解 数 恰 为 25, 于 是 т 表 为 二 互 素平 方 和 的 表 法 个 数 为 
2 “ ,证 毕 . f 
15. 证 : 设 三 边 为 Xx,y,x+ 1 , 则 
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х?+ у= (х+ 1)%=х?+ 2х+1, 
于 是 有 | 
アー2x 十 1 , 
即 y 必 为 奇数 . 设 y=25+1 代入 上 式 得 到 
2х+1=(2Ь+1)?°=2(2Ь°+2Ь)+1, 
于 是 解 得 
х= 2Ь°+2Ь. 
故 斜 边 为 x+ 1=2b2+ 2b+ 1 ,证 毕 . 
16. Е: 由 所 给 方程 有 
х+(х+1)2 == 0(mod) , 


于 是 

2х'+ 2х+1= 0( mod k) , 
故 记 有 | 

4х'+4х+2= 0(mod ん た ) , 
此 即 


(2х+1)2= 一 1(modK) ， 

于 是 一 1 Ak 之 平方 剩余 . 

Ж k=2, -1 ERI К=2 之 平方 剩余 .但 是 对 任何 正 
整数 x ,有 

х+(х+1)2= 22+ 2х+ 1= 1(mod 2) , (28) 
即 k=2 时 不 可 能 有 x ,y 使 | 
x2+( x+ 1)2=2y2, 

因为 否则 就 有 x2+ (x+ 1)2== 0(mod2) ,这 与 (28) 式 矛 
盾 .这 说 明 条 件 并 不 充分 . 

17. ЗЕ: 设 不 定 方程 


x п4- y" z" 
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有 正 整数 解 x。 ,为 ,2 ,要 证 必 有 Kn yèn. 
НЕ хо у. AJE x = y ,我 们 就 有 


2x2 三 の, 
此 即 
_20 — n 
x 2 ° 


但 z;/ xo 为 有 理 数 ,而 n>2 时 VY 2 是 无 理 数 ,二 者 不 可 
能 相等 .不 妨 设 x > w ,我们 来 证 必 有 х,>п. | 
我 们 用 反 证 法 , 设 有 1xo<nn. 由 于 у> 1, ЖИТ 
Zo T Xot у> х0, 
和男 一 方 面 ,我 们 有 - 
( x+ = хо С) хо 5 +пх+1 


Z xü ихо > xot > 0+ уу= ду, 
于 是 
хї< 2 <(х,+ 1)", 
注意 到 x。 z。 皆 为 正 整数 ,上 式 就 给 出 


Xo < Z, < Xot 1, 
这 与 z JERAT H. 

18. UE: | 

(1) 先 证 必要 性 : 设 m= 2+ у, т 为 正 整 数 , 则 我 们 
有 | 

2т= 2х+2у= (х+ у)2+(х- у)2, 

于 是 2m 也 能 表 为 二 平方 之 和 . 

由 证 充分 性 : 设 2m= x+ у ‚ТЕ ЖЖ 
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„ы—2(2Ю)=0‹шо44д, # m=2k, 
|2 (2k+1)= 2(mod4) , 若 m=2k+1, 
而 另 一 方面 X 有 , | 
|0 (044) , 若 2|(x,y)， 
xX + у == <1 (mod4) ,#2|ху,21(х,у), 
2 (mod 4) , 若 2+xy， 
手 是 由 2m=x + y Hl ,必须 x 与 у 同 为 奇数 ,或 同 为 偶数 . 
情形 一 . # хз у 同 为 偶数 , 设 x=2x ,y=2y 。 
则 有 
2m=x + у= 4х: +4у|, 
于 是 т=2( x +y) = (xT у)?+( x,— у)?. 
OE `. x 与 y 同 为 奇数 х= 2х,+1.у=2у+ 1, 
则 有 | 
2т= ( 2х1+ 1)2+ (2 + 1)2 , 
ҒЖ 
4т= 2 (2х1+1)2+ 2 (2y,+ 1)2 
= (2х,+ 2y, + 2)? + ( 2x,— 2y,)2 , 
于 是 得 到 ーー 
т=(х+у+1)°+(ху— y). 
这 就 证 明了 充分 性 . | 
( 2) 由 所 给 不 定 方程 通 分 母 得 到 
2ху=р(х+ ў), (29) 
于 是 р |(2ху) ,但 p>3 为 素数 ,于 是 必 有 plx 或 者 ply. 
不 妨 设 x= px, ,代入 (29) 得 到 


2px,y= № рх, + у), 
此 即 
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y( 2x7 1) = рх,. (30) 
如 果 有 素数 glx, g1( 2х, 1) , 则 由 

1=(2) x, 2x,- 1) 
知 也 有 g|1 ;因此 必 有 (x ,2x; 一 1) = 1, Amh. 30) 得 到 
必 有 x |y, y= xz „сова 


WAR 1) =p, (31) 
(31) LARA DFES., 
=], jJz= р ; 
(2х,—1=р, (2x7 151. 


由 第 一 组 解 得 到 x,=( p+1)/2, y=x =(p+1)⁄2 ;由 
第 二 组 解 得 到 x= 1 ,y= z=p. 它 们 分 别 对 应 所 给 不 十 方 程 
的 以 下 二 人 解 : 
[рр ， (хер, 
| у=(р+10)/2 ， рр. 
注意 到 x < уну K HI ,x= pt / 2 “y= (р+ 1) /2 
即 为 所 求 的 解 . 
19. uE: 
( 1) 用 反 证 法 . 设 n= 0(mod7) , ヵ 0 (mod 72) , 
但 是 
п=х*+ у, 
由 于 с 
Ф == 0,12 == 1,22 == 4,32 = 2,4 == 2,5 == 4,6 = 
1 (mod 7 ) , О, 
于 是 我 们 有 x= 0,1,2,4 A y = 0,1,2,4(mod7), 
由 х2+ =n == 0(mod7) 我 休 立 即 推 出 必 有 
x= 0, у= 0 (mod7) 
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( 因为 {0,1,2,4} 与 和 10,1,2,4} 中 只 有 0+0 = 
0 ( mod 7)) .这 就 得 到 x = 0,у== 0 (mod 7) , T 
n=x + y2== 0 (mod 72) , 
这 就 与 已 知 条 件 n= 0 (mod 72) &2E2F 8 . 
(2) 由 所 给 条 件 及 本 章 定理 4 知 ,可 以 设 
n=Qlp р.р =] (той4), i= 1, ,5,521, 


K 
m= 02 pi P0210,.12 20 = 1," 55, 
或 者 | 
m= Qi ‚п= 035 , QIQ.. 
于 是 或 者 有 
A 一 
т Q’, 
或 者 有 


1 =02р = р, 1210р 1(mod4) ‚1<]<!. 
J 


仍 由 定理 4 知 ，- 六 ” 必 可 表 为 二 整数 之 平方 和 . 
(3) 由 所 给 条 件 及 第 14 题 知 ,可 设 有 
п= 29р: ps (p= 1 (mod4) ,i=1, ,5), 
m= 2"0p1.… pt , | 
其 中 0</<1.,.0<Ку<. [>®1(1=1,°7,5) ,0<К,< 
(i=1,… ,s) ,于 是 我 们 有 _ ーー 
ーー =2'0 to が に p's ts, 
显然 有 0< 1 一 ku 和 1 ,1—k>0 , p = 1 (mod4) 
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(i=l,” ,s) ,因此 仍 由 第 14 題 知 一 必 可 表 为 二 互 素 
之 平方 数 之 和 . 

20. ж: 

(1) 不 妨 设 a>0.,b>0,c>0,d>0 .由 于 所 给 表达 式 
是 n 的 两 种 不 同 表 示 法 , 故 必 有 下 二 条 件 同时 成 立 : 

1) а= с, Б й, 

2) afd , b= с. 
于 是 我 们 有 


n= + (2g 22+ 202d) 


= 1 [(р+4)2+ (5-4) 2+2 (а2+ с?) ] 
= руз (が -d う + (b- d) + 
+ 2( b— d)°( a?+ с?) ] 


ーー セー [ada b- d)“ 
+(Ь—4)°( (а+с)?+(а-—с)?) ] 
t > „ 
= р [ (а= с)+ (р 4)? 11 (a+ с) 2+ 
+(b-4d4):]. 
我 们 容易 看 出 | 
(а—с)?+( b— d)2= a?+ Ь?+ c 4°— 2ас— 2bd 
=2(n-—ac-ba) , 
(К а+с)?+( b— d):= а?+ b?+ с2+ 4?+ 2ас— 2bd 
=2 (n+ac— bd), 


` 362 ・ 


ti 这 | Вин 


ғ 2|[(а-с)?+(Ь—4)?], 21[Cat с)2+ Cb dd) J 
为 了 证 明 n 为 复合 数 ,只 须 证 出 不 可 能 有 以 下 二 式 成 立即 
可 


(a—e)2+(b—d)2=2(b- 4): , (32). 

(а+с)+(6- 4)2= 206-4)? , (33) 
H (32) 式 有 

(а—с)?=(Ь—4)?, 
于 是 或 者 有 
| a— c=b-d, ( 34) 
或 者 有 

a-c=d-b, ( 35) 
由 ( 34) 式 有 


(a-—b)2=(c-d)2, 
利用 a™ b2= с2+ 42 得 到 
ab=cd. | 
再 由 а + b= e+ d: 又 得 到 
(а+Ь)?=(с+4)?. 
注意 到 q+b>0,c+d>0, 即 得 а+р=с+а ,于 是 又 有 
a-c=d-b, ( 36) 
由 (34) 与 4 36) 得 到 p=d ,于 是 а=с. Уу a b? 和 
cd 是 两 种 不 同 的 表 法 矛盾 . 
若 ( 35) 成 立 , 同 法 可 推出 也 有 ab= cd, 于 是 
(а—Ь)?=(с-4)?, 
故 必 有 | 
a-b=c-d, (37) 
或 者 有 
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a-b=4=—c , (38) 
由 (37) 有 
а-с=Ь—@, 
与 (35) 联 立 得 b=4d ,于 是 а=с ,这 与 二 表 法 不 相同 的 条 
件 矛盾 .由 ( 38) 5 (35) 联 立 解 得 a=d ,b=c ,这 也 与 二 
表 法 不 相同 的 假设 矛盾 .这 就 证 明 T n 可 分 解 成 两 个 大 于 1 
的 正 整 数 之 积 , 故 得 证 . | 
( 2) 由 上 一 小 题 分 解 公 式 有 
533=[ ( 23-22 V + ( 2—7)?” H ( 23+ 22 )2 
+(2—7)2] /[4(2—7)?] 
_ (+ 52)( 452+ 52) 
(4) 5? 
1073=[(32- 28)*+( 7— 17)* 11 (32+ 28)? + 
+ 07—17): 1 /[4(7—17)?] 
_ (4+ 102) (602+ 102) 


=( 13) (41), 


ГЛУС1ОО) =( 29)( 37). 
21. HE: 由 [a, ,aq,]i=[pb,… ,b.], 9 
а= У bh カー1 С.К, (39) 
DR 有 
> ак! % > bu. o ( 40) 


当 I<h<k+1 BF, 由 二 二 项 式 定 理 以 及 (39) 式 ,我 们 就 有 
y (a d)t+ Y. bf | 
i=] i=] 
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($) аак + > bf 


| 
4 
[ЛЕ 


Y 
ーー 

i 
сә 


| 
ГЕ 
— 
ーー さこ 
=. 
| 
トイ 
s 
+ 
ГЛ 
= 
= т 


ーー 
| Ш 
L ск 
lI 
— 
| 
== 


= Aqa! ; a+ Ý a+ Ў р" 
[= 0 {= 1 {= 1 i=l 
=E рау b+ Y bit а) А 
に 0 i= 
h 
=) (h) ar È b+ > а 
{= 0 
=È (вна) а | ーー ( 41) 


由 二 项 式 定理 及 (39) ,( 40) 式 ,我 们 有 
Ў анан が 
і= | =1 


` (wayaqa + と bk? 


| 
トイ 


~ 
il 
= 


$ 


(уаде! а!+} ЪЁ? 
- i=1 


i=1 = 


= =. 
+ H 
いう | — 


I 


l 
© 


I 
トイ * 


(о) ану att ( ED аў а 
i=1 


_ 
Ц 
© 


і= 1 


ES (は 2) 4? È BEDAE Бк! ўы" 
=) 
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十 y ак + (2 
iT] 


类 十 了 


ED (em にがり 


> (6) が テ у b! + Za +d(k+2) 
名 


x È а! -ў but!) 


«(Уа k+1 -> bt+!) 


x (Şat! -Yp 
i=] 


i=1 
i=1 {1 


iH ( 41) 及 (42) 式 即 得 欲 证 之 结论 
22. 证 : 直接 验算 有 


0+3=1+2, P+? Æ PHP, 
故 有 


[0.3] = [121 


取 d=3 并 对 (43) 式 应 用 上 一 题 的 结果 即 


[3,6,1,2],=10,3,4,‚5] 
去 掉 两 边 公 有 的 数字 3 即 得 


[1 ,2,61,=[0,4,5] 
取 d=5 并 对 (44) 式 应 用 上 一 题 的 结果 即 
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bid Td( k+ 2) 
1 i70 


: 二 和》 ( b+d) + d(k+2 ) 
= 9 i=l 


(42) 


( 43) 


( 44) 


[6.,7,11,0,4,51,=[1,2,6,5,9,10 ],, 
去 挥 两 边 公 有 的 数 5 及 6 即 得 
[0 ,4,7,111,=[1,2,9,101;. (45) 


23. 证 : 取 d=7 并 对 (45) 式 应 用 第 18 题 的 结论 就 
得 到 
[7,11,14,18,1,2,9,10] ,= [0,4,7,11,8.9,16,171,, 
去 掉 两 边 公 有 的 数字 7 ,9 及 11 即 得 
[1,2,10,14.18 ],=[0,4,8,16,17], (46) 
到 d=8 并 对 ( 46) 式 应 用 第 18 题 的 结论 就 得 到 
[9,10,18,22,26,0,4,8,16,171, 
=[1,2,10,14,18,8,12,16,24,25],, 
АВАТ IAT 8 ,10 ,16 ,18 ,就 得 到 
[0,4,9,17,22,261,=[1,2,12,14,24,25],.(47) 
为 了 证 明 本 题 最 后 一 个 结论 ,我 们 取 d= 13 并 对 (47 ) 
式 应 用 第 .18 题 的 结果 即 得 | 
[13 ,17,22 ,30,35 ,39,1,2,12,14,24,25 1, 
=[0,4,9,17,22,26,14,15,25,27,37,381,, 
去 掉 两 边 公 有 的 数字 14,17,22 ,25 , 即 得 
© [1,2,12,13,24,30,35,39 ] 
=[0,4,9,15,26,27 ,37 ,38 16. ( 48) 
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再 取 d= 11 并 对 (48) 式 应 用 第 18 题 的 结论 即 得 
[12,13,23 ,24 .35,41,46 ,50 ,0 ,4 ,9 ,13 .26 ,27 37 ,38], 
= [1,2,12,13,24,30,35 ,39 ,11 ,15 ,20 ,26 ,37 ,38 ,48 , 
49 ],, 
去 掉 两 边 都 有 的 数字 12 ,13 ,15 ,24 ,26 ,35 ,37 , 38 , 即 得 
[0 ,4 ,9 ,23 ,27 ,41 ,46 ,50 ],=[1.,2 ,11 ,20,30,39,48,49}. 
(49) 
24. iF: 由 于 
1+ 8+ 12+ 15+ 20+ 23+ 27+ 34= 140, 
0+7+ 11+ 17+ 18+ 24+ 28+ 35 = 140, 


而 且 P+ 82+ 122+ 152+ 202+ 232+ 27+ 34:= 3248, 
0+ 72+ 112+ 172+ 182+ 242 + 282+ 352= 3368, 
RA 
[1,8,12,15,20,23,27,341, 
=[0,7,11,17,18,24,28,351.. ( 50) 
到 d=7 并 对 (3S0) 式 应 用 第 18 题 的 结论 ,我 们 就 有 
[8,15,19,22,27,30,34, 41,0, 7,11,17, 18, 24, 28, 35 ] 
=[1,8,12,15,20,23,27,34,7,14,18,24,25, 31,35,42 ] 、、 
除去 两 边 公有 的 数字 7 ,8 ,15 ,18 ,24 ,27 ,34 ,35 , 即 得 
[0 .11 ,17 ,19 ,22 ,28 ,30 ,41 }, 
=[1,12,14,20,23 ,25 ,31 ,42 ],. ( 51) 
取 d=11 ,并 对 (451) 式 应 用 第 18 题 的 结论 即 得 
[11,22,28,30,33,39,41,52,1,12,14、20,23,25,31,42 ]。 
= [0,11,17,19,22,28,30,41,12,23,25,31.34,36,42,53], 
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由 其 中 除去 公有 的 数字 即 得 
[1.14,20.33,39,52],= [0,17,19,34,36,53]; (52) 
取 d=13 并 对 (52) 式 应 用 第 18 题 之 结论 , 即 得 
[14,27,33,46, 52,65,0,17,19,34, 36, 53], 
= [1,14,20,33,39,52, 13,30,32,47,49,66]4 , 
除去 两 边 公 有 的 数字 即 得 
[0,17,19,27,34,36,46, 53,65 ], 
= [1,13,20,30,32,39,47,49,66], ( 53) 
取 а= 17 并 对 (53) 式 应 用 第 18 题 之 结论 , 即 得 
[17 ,34 ,36 ,44 ,51 ,53 ,63 ,70 ,82 ,1 ,13 ,20,30 .32 ,39， 
47 ,49 ,66 ]; = [0 ,17 ,19 ,27 ,34 ,36 ,46 ,53 ,65 ,18 ,30 ， 
37 ,47 ,49 ,56 ,64 ,66 ,83 ]。 , 
除去 两 边 公 共 的 数字 即 得 
[ 1.13 ,20 ,32 ,39 ,44 ,51 ,63 ,70 ,82 ], 
=[0,18,19,27,37,46,56,64,65,83 ]。, (54) 
取 9=19 并 对 (54) 式 再 用 第 18 题 之 结论 , 即 得 
[ 20 ,32 ,39 ,51 ,58 , 63, 70 ,82 ,89 ,101 ,0 ,18 ,19 ,27 , 
37,46 ,56 ,64 ,65 ,83 ], = [1 ,13 ,20 ,32 ,39 ,44 ,51 ,63 , 
70 ,82 ,19 ,37 ,38 ,46 ;56 ,65 ,75 ,83 ,84 ,102 J,, 
除 挥 两 边 公 有 的 数字 即 得 欲 证 之 结论 . 
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第 十 五 章 
1. 解 :由 本 章 定理 1 知 ,所 求 整数 个 数 为 
10° 


5 5 5 
10° 4 p10 у [10° | 


10 1—7 г 17 (53 Hl Yu і 
10 105 Е 10 _ js 
+ 1 コー て tliig l [77 15 に 99 


ー 14285 一 9090— 7692+ 1298+ 1098+ 699— 99 = 71929. 


2. 解 :由 于 题 给 1200 个 学 生 都 参加 了 至 少 一 个 课外 小 组 , 故 
一 个 小 组 也 未 参加 的 学 生 人 数 为 0. 我 们 用 4, 4，4: 分 别 表示 
参加 数学 小 组 的 学 生 集 合 , 参 加 语文 小 组 的 学 生 集 合 及 参加 外 
语 小 组 的 学 生 集 合 , 则 由 题 意 有 
|А,] =550, |А›|= 460, |А;|= 350. 


又 用 А, 表示 同时 参加 数学 及 语文 两 组 的 学 生 集 合 ,4;; Ж 
示 同 时 参加 数学 及 外 语 两 组 的 学 生 集合 ,4 表示 同时 参加 语 
文 及 外 语 两 组 的 学 生 集 合 , 则 有 
{А =100,_ lA = 120, 
XHA n 表示 三 组 都 参加 的 学 生 集 合 , 则 
[4,,, = 140, 
注意 到 开始 所 作 的 说 明 , 由 本 章 定理 1 即 得 
0=1200— [А,|— |А„— |А,1-+ 14] 
+ [А + [4,31 14 31, 
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故 得 
| А» | = — 1200+ 550+ 460 + 350— 100— 120+ 140 
=80, . | 
即 同 时 参加 语文 及 外 语 小 组 的 学 生 有 80 人 . 
3. 解 : 设 CEV PTE a 为 |,2 п ;这 nn 个 自 然 数 的 一 个 排 列 ， 
且 满 足 
a x i (i=1,2,-... n), (1) 
那么 显然 排列 aj, a; ……,Q， 就 给 出 这 于 个 人 的 一 种 满足 题目 要 
求 的 坐 法 ， 于 是 , 问题 就 化 为 寻求 满足 条 件 (D 式 的 排列 a, a, 
0, 的 个 数 . 这 种 特殊 的 无 重复 排列 称 为 1, 2,…,n 的 一 个 更 
Ц. Ж р, 表示 集合 {1,2、… ,nj} 的 所 有 可 能 的 更 列 的 个 数 . ` 
问题 就 是 要 求 D, 之 值 . f | 
我 们 用 5 表示 集合 {1, 2,…,n} 的 无 重复 的 排列 全 体 所 组 成 
之 集合 ， 则 有 【ST1=n 1!. 当 j=1,2,…,n 时 ,用 P. 表示 
“一 个 无 重复 排列 使 数字 j 的 位 置 仍 在 第 j 位 ”这 样 一 种 性 质 , 用 
Aj(j=1, 2, … 表示 S PRAE Р, 的 所 有 排列 所 组 成 的 
子 集合 .由 定义 ,{ 1 2 .… nn 的 一 个 更 列 就 是 5S 中 一 个 不 具有 性 
№ Pi, Pa … ,P, 的 一 个 排列 , 于 是 由 本 章 定 理 1 得 到 


р, =151- УА + УА, уд" 
АА Р Al. (2) 


由 于 集合 4; (j= 1,2,…,n ) 中 所 有 排列 保持 数字 /在 第 j 位 
不 动 , 因 此 JA RRE n- 1 个 文字 的 无 重复 排列 的 个 数 , 即 
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|А;)=\(п—1)! (81, 2, 月， 
完全 类 似 地 有 
14,0) 4 コミ (ロー21 (IS i<j<n, 


А A...) А„1=0!= 1, 


于 是 由 (2) 式 有 
р„=п!—(" | )(n— D1+( д )(n— 2) !— + 
+ C D)” | f | 20! = 1(1- -]- + эрт t." 
А 1 
+ (= П) пт): (3) 


4. 解 : 设 所 求 那 种 排列 的 个 数 为 CO ,， 仍 用 $ 表示 (1, 2, 
…, п ИА n! ЕНЕН КЮ, 于 是 1$1=n!. 
如 果 对 某 个 S$ 中 的 排列 出 现 了 一 对 相连 整数 i(i+ D) G=1, 
2,- 1 一 上 ,我 们 就 称 这 个 排列 具有 性 质 q; , 5 中 具有 性 质 
q ;的 所 有 排列 组 成 的 子 集合 记 为 B,(1 < і «п 一 上 .于 是 定 
理 1 给 出 
0,=151- XIBI+ Y Ip QB +... +С 0" 
в. в. (Y: Q Bail. (4) 
若 一 條 排列 具有 性 原 9, (1 < i < n-i, Way 0) XW 
个 数 看 成 一 个 整体 ,于 是 В, 中 排列 的 人 数 就 = jn- 1 个 数码 的 
无 重复 排列 个 数 相等 ， 即 
|Вф}=(т— 1)! (ISi<n-). 
若 一 个 排列 同时 具有 性 质 4,  А (јн 1), 
么 可 以 将 i (i+ 1) 及 j(j+ 1) 各 看 成 一 个 整体 ,于 是 集合 
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А. А, РЕА О n— 2 个 数码 的 全 排列 个 数 (n 
ー2! 相 等 , 即 

А, 4 100 291 @55=),1<1,<п-1). 
ОЕ, оО ЗЕ 3А 156,156 j+ 1 的 情形 当然 成 立 ， 
Шах jHHi+I=jsk# i= ]{Н jt 1=i 的 情形 也 是 成 
立 的 ,请 读者 自己 说 明理 由 .) 
ияя УОЛ 

A NAQ 4,111, 
代入 (④ 式 即 得 

О„=п!—‹( ©" )(n— D! + ( "> )(n—2)!—+ 


_ nn-u ATI 
С Dl. 


注 也 ,与 @, 之 间 满 足 如 下 关系 式 : 


O0,=D,+D (т1>2). (5) 
这 可 以 利用 上 面 两 题 之 计算 公式 推导 出 来 , 我 们 把 它 留 给 读 


者 做 为 练习 . ーー 

5. 证 : 设 & 为 4 中 一 个 元 素 且 & 恰 上 具有” PR 个 性 质 ， 
则 显然 它 在 所 给 公式 左边 及 右边 恰好 各 记 数 一 次. 如果 a 是 
А 中 一 个 元 素 , 且 4 具有 7 中 少 于 7 个 性 质 , 则 显然 它 在 公式 
左 方 及 右 方 均 未 计 人 .最 后 设 4 是 4 中 一 个 元 素 , CRE 
H (т> т) Т Ж, 则 它 在 和 式 

ОЛ | A DA NMA, | 
< <<. <i, т 


中 计 人 了 ( L ) 次, 在 和 式 
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А A (i YA. | 
EC <J a (Sm 7 
中 计 入 了 ( L DK... EAR 
| > |A OA ГМ, 
161 <12< e<l < m 
中 计 和 了 ( E )= 1 次 ,而 在 剩 下 的 和 式 
4, Па, Y. (A, | 


LE Ci т 
РА А] 
к >{+ 1 


PRIA , 故 这 个 元 总 共 在 公式 右 方 计 人 了 
COC E Dtme 
CECE) ЕЕС 
次 . 我 们 只 需 来 证 明 (6) 式 为 零 就 好 了 (ft > r+ 1). 
яи, 0< u < 1 一 r ,我 们 有 
(r+ ш)! 


— H t = ーー и 
(-Ds(rtu әу) D" 
t! 


— f =í(— Jy —— T 
(көттө (Dae 
(t— r)! 


Сеере, 
r! (=D и!(т—г— u)! 


于 是 (6) S T | 
(r+ DC D: で / (nD! 
| r! 2 ( D ui(t—r— и)! 


rt D. DE (o putr 
= rt DD (- pa 


` 3⁄4: 


(因为 [> 


r! 

Ж 特別 当 ヵ =0 时 就 得 到 本 章 定理 1. 
6. 解 :用 S 表示 {1, 2, …, п }) 的 全 部 无 重复 排列 所 组 成 
的 集合 , 则 |= 01. 0 a, a: (7) 
H S 中 一 个 排列 ， 如果 对 某 个 id <i<n) A a =i КНЕ) 
(7) 具有 性 质 ,并 用 4 表示 8 中 具有 性 质 忆 的 全 部 排列 所 
组 成 的 子 集合 .于 是 本 题 要 求 的 就 是 $ 中 恰好 具有 n 一 k 个 性 质 
的 那 种 排列 的 个 数 .由 上 一 题 的 结果 即 有 (到 那里 的 r=n 一 必 


ー -k 一 天 十 1 
p = ( 4310 " Je- (кт) 
Cem) 
= ўр ПР " ja- ゅ 
(n— 9! 


DT ( ヵ ー IGT が КС 


! 
DD (8) 
注 ”在 公式 (中 特别 令 k=n 和 得 
D ,= D,(n) =") (一 p: 
”这 正 是 第 3 题 中 的 结果 . 
*7， 解 : 我 们 先 来 看 几 个 具体 的 例子 . 
若 ヵ =1 ,问题 显然 没有 解 . 若 ヵ =2 , 则 共有 2 对 夫妻 即 


4 个 人 ,要 满足 男女 相间 而 坐 , 则 只 能 每 一 男人 左 . 右 两 边 各 
坐 一 位 女士 ,于 是 不 可 能 同一 对 夫妻 不 相 邻 而 坐 , 因 此 mn= 2 
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时 也 没有 符合 要 求 的 解 有 在 。 .| 

现在 考虑 n= 3 的 情形 . 此 时 共有 2 x3.= 6 个 人 . 指定 
圆 果 的 一 个 方向 (例如 按照 时 钟 转动 的 方向 ) ,从 这 六 个 座位 
中 依次 相间 到 定 三 个 座位 安排 女 宾 ,从 某 一 个 位 子 开 始 按照 
指定 的 方向 将 这 三 位 女 宾 的 座位 依次 记 为 1,2,3. 用 i 记 第 i 位 
女 宾 与 第 i+ 1 位 女 宾 之 间 的 座位 (这 里 1<j<2) ,而 第 3 位 
女 宾 与 第 1 位 女 宾 之 间 的 座位 则 记 为 3. 于 是 , 当 三 位 女 宾 
按 指定 座席 人 座 后 ,第 1 位 男 宾 只 能 坐 在 2 号 座位 上 ,第 2 
位 男 宾 只 能 坐 在 3 号 座位 上 ,第 3 位 男 宾 只 能 坐 在 第 1 号 座 
位 上 , 故 对 应 的 满足 "男女 相间 ” H “夫妻 不 邻 座 "的 坐 法 恰 只 
有 一 种 . 

现在 再 考虑 n=4 的 情形 .此 时 共有 2 x 4=8 个 人 . 

仍 确定 以 某 一 方向 取 定 四 个 相间 的 座位 让 四 位 女 宾 就 座 ,并 依 


次 记 为 1,2,3,4, 将 此 四 位 女 宾 的 丈夫 依次 记 为 男 宾 @ ,到 ， 
③ ,④ ,将 第 位 女 宾 与 第 i 证 了 位 女 宾 之 间 的 座位 记 为 i( 这 
里 1<i 和 3), 而 第 4 位 女 宾 与 第 1 位 女 宾 之 间 的 那个 座位 记 
为 4 容易 看 出 , 男 宾 中 除去 座位 1 ,4 外 ,可 在 2 与 3 中 任 
选 一 个 就 座 , 而 对 i=2 ,3 ,4 , 男 宾 の 除 了 座位 1 及 之 
外 ,可 在 剩 下 的 4- 2= 2 个 座位 中 任 取 一 个 就 座 . 设 第 @ 位 男 
宾 所 坐 座位 为 gj(L <i<4 , На, a, а, а, 是 符合 要 求 的 一 
种 坐 法 , 则 上 面 的 讨论 表明 
ax1,4, wa2,1, а,®3,2, 454,3, 

即 下 列 三 行 四 列 数字 组 成 的 一 个 阵列 中 

1 2 3 4 

4 1 2 3 

аа а, а, da 
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其 任 何 一 列 都 不 出現 相同 的 数 字 . 
若 =2 „Ша, 3 8 4, | 
3: 12 ,а,= 3, а, ПИХ 1 3R 4. 
че а= 2 ,а,= 3 ,ау= 1. а,=4 ,不 合 要 求 . 
基 а=2,а,=3,а,=4.Йа=1, д К ЖЖ. 
Фа = 2 Ha= 4, 则 必须 a= 1, 于 是 a = 3, 不 合 要 求 . 
车 a=3 , 则 必须 qa,=4,a;= 1 ,as= 2 ,合乎 要 求 . 
故 合乎 要 求 的 坐 法 只 有 以 下 两 种 : 
a=2, a,=3, a=4, a,=1 
及 
а=3, а,=4, a,=1, a,=2. 

-下面 来 考虑 一 般 的 有 n(az> 忆 对 夫妻 的 情形 ， 仍 确定 一 个 
方向 ,将 其 中 个 相间 的 座位 安排 给 诸 女 宾 坐 ,并 将 她 们 依 
座位 顺序 记 成 1 ,2 ,…n. 将 她 们 的 丈夫 对 应 记 为 了 D ,号 ，…,@， 
仍 记 第 元 位 女 宾 与 第 1 位 女 宾 之 间 的 座位 为 n, 对 1 < i<n 一 1， 
用 i 来 记 第 i 位 女 宾 与 第 i+1 位 女 宾 之 间 的 座位 .于 是 , 男 実 ① 
除去 第 1 个 及 第 n 个 座位 外 ,可 在 其 它 n 一 2 个 座位 中 任 取 一 
个 ; 男 宾 久 (这 里 2<ign) 可 在 除去 第 i 一 1 及 第 i 个 座位 以 
外 的 n 一 2 个 座位 中 任 一 个 就 坐 ， 于 是 ,使 得 满足 要 求 的 坐 
法 如 果 表 示 成 排列 | 

a, ayva, 
的 话 ,这 里 w 表 示 男 宾 @ 所 坐 之 座位 号 ， 那么 如 下 的 三 行 』 

列 阵列 、 

12...n-1n | 
n 1...п-2п-1 
ауа»: йал J 


(9) 
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中 任 一 列 中 的 三 个 数 必 无 重复 出 现 的 数 存 在 .用 M, 记 符合 上 
述 要 求 的 坐 法 个 数 , 称 之 为 Ménage 数 . 为 了 应 用 容 斥 原理 
来 计算 MM 之 值 ,我 们 定义 性 质 P ,已 …… P 如 下 : 
М№ЖР,: а=і-1 或 a,=i (2<і<и), 
ФЕР: а= п ау =1. 
设 具 有 性 质 P,(1<j<< АНЯ а, a, - а, a, 的 全体 
组 成 之 集合 为 4, . 
WERA апа, 満足 性 原 P, a 1 可 能 取 n 或 取 1. 
情形 一 . 设 a,=n , 则 (9) 变 成 
2 .71 一] n | 
1-зп=2 n-i 
基 中 6…g- a, 可 以 是 1 ,… ,n 一 1 的 任 一 个 无 重复 排列 ,其 
相应 个 数 为 (n 一 D1. 
情形 二 . ба, = 1, 划 同样 地 ay a TAER, 3, 
的 任 一 个 无 重复 排列 ,其 个 数 也 为 (2 一 1) 1, 故 得 
\А]=2 (п—1)!. (11) 
由 于 关于 圆桌 的 圆 形 对 称 性 ,完全 同样 地 可 以 证 明 ,对 每 个 
i(2 <i<n), 也 有 
| А,}= 2(n- 1) 1. | (12) 
再 来 考虑 集合 4, 人 站 4 GAD. 首先 我 们 考虑 4, 门 4，. 
情形 一 . жга = п, Ша, 有 1 与 2 两 种 取 法 ,对 每 种 取 法 ， 
ауе ,Qn 均 为 n 一 2 个 文学 的 无 重复 排列 ,于 是 а= п 对 应 
2 x (n—2)! 


(10) 
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种 属于 A YA, 的 排列 . | 
HEZ. # a= 1; 则 必须 有 a,==2 ,这 又 对 应 (n 一 沪 ! 个 


属于 AA, 的 排列 . 
合 之 即 得 
|А,ГИЛ=3(п—2)!. 
完全 同样 地 可 证 ,对 任何 i ,1 <і<и- 1,8 
[А,СМА,1=3(т-— 2)! (13) 
UR |А([\А„=3(п—2)!. (14) 
面 対 1<і<ј<и,ј 5+1 ,Ні=1 Вун 9 
IA DA, l= 400-2)1. (15) 
”由 (1D 与 (12) 得 到 
y14,= 2п(п- D i= у (ロロ ) (n— 1)1,(16) 
7а | 


而 由 (13),(14) 及 (15) 得 到 
у, | А,Г\А,Д=3п(п— 2\!+((п-3)+(п—-3+(п-4 + 


lai<jen 


+1) :4(n 一 2)1 
=3n(n—2)i+ [(a— 3) + (3-2 J 
・4(pー2) ! 


=3и(п-– 2)!+ 20 (и – 3) ・( ヵ ー 2)1 
=n Qn- 3) - (н 2)! 


= 2n _(/2n-2 NX. (9 
mez ( А ) (0= 2)1. (17) 


下 面 我 们 要 证 明 ,对 任 给 的 r(1<r<n) ,有 
> 4 A WH,, 


21 2n- 
2n-r 


у (nN (18) 
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对 集合 4; A (ЕСА, PE НЕЯ a ayoa E 
WWE т DE P, P... P... 于 是 ,对 和 集合 
U (а Па, 0, 


1р у 


中 的 每 一 个 排列 a ,aa , 它 必须 满足 集合 
IP P... P. 1 


PAJE r AREE P .PP Нв く ) さ の) 可以 
中 任 一 个 性 质 、 因而 IH п 种 不 同 的 取 法 ,对 到 定 的 每 一 个 
性 质 P 由 应 的 a, 可 到 两 个 值 , 即 性 质 B 可 有 2 种 不 同 的 
方式 得 到 满足 ， 由 于 同形 対称 性 ， 我 们 只 要 讨论 先 先 定 的 这 个 性 
质 是 性 质 Р, 加 可 .此 时 a, 有 两 个 可 能 的 件 a = n aka = 1. 


情形 一 . 0 azn, 则 (9) 变 成 


2 3 ー 1 | 
1 2…P 一 2 п- 1 (19) 
Q. Az---Ap-1 An 
其 它 为 qaiay…a, 所 满足 的 r 一 1 个 性 质 应 当 由 (19 中 的 基 r 
1 列 的 取 值 来 决定 .我 们 把 (19) 中 头 两 行 中 的 2g 一 3 全数 逐 
列 写 成 如 下 一 排 (每 列 中 两 个 数 从 小 到 大 排列 ) 
12233...n—2 п-2 п- 1 n- 1. (20) 

容易 看 出 JJ aaa, 满足 剩 下 的 r 一 1 个 性 质 , 必 人 须 

且 只 需 从 (20) 取出 アー 1 个 数 来 作为 gq。 а, а, Фр 1 
个 数 的 值 В. 

(D 这 取出 的 r 一 1 个 数 两 两 不 同 (因为 4 , ,a;,… ,a ,中 

不 能 有 相同 的 数 出 现 ) : 
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(DAREK 一 上 个 数 中 不 能 出 现 有 相连 结 的 形 如 ii 
+ СЕШ 与 夺 工 取 在 (19 式 的 某 同 一 列 中 ,这 是 不 可 
能 的 ,因为 每 个 @ 只 能 在 它 所 在 列 的 两 个 数 — 1,j 中 取 一 个. 

显然 ,上面 两 个 条 件 可 以 统一 成 如 下 一 个 条 件 : 在 QO) 中 
选取 上 一 上 个 两 两 不 在 (20) 中 相 邻 的 数 . 

说 得 更 详细 一 些 ,如 果 a,a,… а, 还 需 满 足 的 另外 r-i 
个 性 质 趾 已 ,Pj,…,P; OSAS 7 <j <n). 

情形 1. 若 2< 用 < あく …< チ pgー 1 , 则 (19) 的 如 下 
r— 1 列 


` 


ji お あー プー ュー テー | 
jol あー1… カ ーー1 た 」ー1 (21) 
аң ара, 9 
的 每 列 中 都 必须 有 相同 的 数 出 现 ， Е 
ЖЕШ. Жор ји, 09) 中 的 加 下 
r— 1 51, ーー ーー | 
ji jaj- . | ーー 
カー トー あー トー カテ 2ー1 #ー1 (22) 
а; а, а, 


` 


的 每 一 列 中 也 必须 有 相同 的 数 出 现 .而 且 
ар dj 579), (2< < < < рери) (23) 
就 是 (20) 中 r 一 1 个 数 ,其 中 没有 两 个 数 在 (20 中 是 相 邻 的 : 反 过 
来 , 易 见 对 (20) 中 形 如 (23) 的 每 一 组 r 一 1 个 数 , 皆 有 符合 题目 
要 求 的 rz 一 工 个 性 质 P, Pj ,… ,Pj,_ ,与 之 对 应 . 
下 面 要 来 证 明 : 设 给 出 m 个 数码 ,每 次 从 中 选取 大 个 来 ， 
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设 给 定 的 m 个 数码 为 1,2,…,m , 若 要求 取出 的 全数 中 没 
有 两 个 是 在 1 ,2 ,… , т 中 为 相 邻 的 , 记 f lm ,月 为 取 法 个 数 , 
则 | 
f md = ( Kas ) (I<k< (m+ÜD/⁄2), (24) 
而 当 k>> (m+1)⁄ 时 有 

fm, =0 . (25) 


(25) 式 的 正确 性 是 很 显然 的 ,因为 当 K> (m + 1) /2Н] , |. 
1 ,2 ,… ,m 中 任 取 大 个 数 时 必 有 至 少 两 个 数 是 相 邻 的 , 故 符 
合 要 求 的 取法 不 存在 .下 面 只 证 (24) 式 即 可 . 

将 满足 要 求 的 上 元 数组 分 成 两 类 ,第 一 类 中 均 含 有 数 m, 
而 第 二 类 中 皆 不 含 数 六 .在 第 一 类 数组 中 ,由 于 已 取 了 m , 故 
必 不 能 再 取 カー1. 考 是 剰 下 的 た 1 人 イ 数 具 能 誰 1 ,2 ,… ， 
カー2 PER , 且 仍 需 无 二 数 是 相 邻 的 , 故 第 一 类 中 上 元 数 
组 之 个 数 为 f (m 一 2 ,k 一 1) .第 二 类 的 天 元 数组 皆 不 取 六 ， 
故 必 从 1,2,- ,下 一 1 这 于 一 工 个 数 中 选取 天 个 不 相 邻 的 数 
组 成 , 其 取法 有 / (m 一 1 ,及 个 .于 是 有 递 推 公 式 

f m ,k) f(m-— 1,0 +f(m—2.k— D . (26) 
我 们 首先 讨论 (24) rH k= (m+ 1) /2 的 情形 ,此 时 必 有 
2/т ,于 是 易 见 满足 要 求 的 大 元 数组 只 有 如 下 一 种 
1 ,3 , ‚т-2,т, 
这 证 明子 当 2 {т 时 有 
| f (m, To )= |, | (27) 
下 面 要 对 Ts 和 ks< т/2 的 情形 用 关于 六 七 上 的 归纳 法 
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‚ 来 证 明 (24) R. 
H 1<k<m /2 知 ,m +23 23.04 т+к=3 Е, 
SRA К=1,т=2 ,此 时 显然 有 


© fQ,D=2= eu), 
@1<К<т /2 Е, (24) AX m+k=3 是 成 立 的 ， 
现在 假设 (2 式 对 3<m+k<N- 1 的 情形 (<&k<m の) 
TOR. TE mtk =N, 1<k <m, 2. НОО 
们 有 
/(т Кк) =/(т,—1,К )+/(т,—2.,К{—1). (29) 
(m,- 0 +К,<М№-1, 
(т,—-2+(К,—1)<М-1. 
如 果 还 有 | 
| I<k<(m,- 1⁄2 , (29) 
енто. | (30) 


的 话 , 則 可以 対 (28) 式 右 方 两 项 分 别 应 用 归纳 假设 得 到 
f (т | К) = ( MM ; 


ñ (D+ ) | 


1 


が ュー К, カー т,— КЁ, +1 
| -( kı ) 一 1 = k, J 。 
这 证 明了 当 (29) 与 (30) 都 满足 时 ,(24) 式 对 m +k = ,1< 
k <m,⁄2 ,也 成 立 , 从 而 对 任何 适合 1 和 KiS< т, 2 及 (29) ， 
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GOR К, т, FÈS. | 
最 后 剩 下 讨论 (29 ,(30 中 至 少 有 一 式 不 成 立 的 那些 情 


形 ,这 只 有 以 下 两 种 可 能 情形 : 
DA k = 1. ЗО 式 左边 不 成 立 ,但 此 时 直接 有 
fm, k) =f (m1 D =m = т- Үт !). 


2) 若 Кү= , 则 2|m, 县 (29) 式 右辺 不 成立 . 由 (26) R 


我 们 有 
月 л) =f т-1. „з 


< 


(31) 


2+ エー1 


У (m- 2 ) 
由 (27) 式 肥 2 れ カー 1) 有 / (m=i | т) Ж 
(т, )-1+у(т-2+ 1]. (32) 
注意 到 /(2.) =2 ,由 (32) 式 递 推 即 得 


п) уф-ф), 
m o (m-i 58 ; 1) = + 


M | 
2 
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以 上 讨论 证 明了 (24) 式 对 1<К<т/2 的 任何 整数 天 
皆 成 立 . 在 (24) 式 中 特别 地 取 
m=2n—3 ， k=r- 1, 
我 们 就 得 到 满足 条 件 晶 形 如 (023) 的 r 一 1 元 数组 a а a 


的 个 数 为 
Ga 3—(r—-] +1 )- с!) | (33) 
r— | r— 1 


情形 二 . 设 a,= 1 , 则 (9) 变 成 
23 -=~ п-1п | 


2 … カー2 ァ カー】 (34) 
| а, йаз a,- a, J 
于 是 其 它 /二 1 个 性 质 应 当 由 从 
2233n— {fn—ln (35) 
这 28-3 FARA r1 个 互 不 相 邻 数 的 取 法 来 决定 ,而 这 
个 取 法 的 个 数 显 然 与 前 一 样 仍 等 于 (33) 式 . 


最 后 ,注意 到 第 一 个 选取 的 性 质 有 2 ヵ 种 方式 得 到 满足 , 
从 形 如 (20 (35) 的 2 ヵ ー3 个 数 中 取出 7 一 工 个 不 相 邻 数 的 


dpa] 


所 对 应 的 那 7 个 性 质 每 一 个 都 被 第 一 次 选取 时 ,这 同一 组 + 个 


取 法 个 数 为 
ビビ ) 
r— 1 ' 
取出 来 的 每 组 数 
И п “n a 
1 а, "ed; 
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性 质 都 重复 选 出 一 次 ,因此 共 重 复 了 ~ 次 ,最 后 剩 下 的 mA 一 7 

个 数 只 须 作 无 重复 排列 即 可 ,这 有 (n 一 1 种 可 能 , 故 合 起 来 = 

得 到 | 
4, [u (Y: М, 


まき l<... <i, En 


最 后 由 本 章 定理 1 即 得 , 対 ヵ >3 有 


Sr чү, 2n 2n—_ ғ _ 
M,=2( v2 Í , Je の !. 
注 、 应 用 本 题 之 思想 及 第 5 题 之 公式 还 可 以 证 明 本 题 的 
一 个 推广 的 结果 : | 
如 果 一 个 无 重 排列 aara, 使 得 (9 中 恰 有 大 个 列 中 的 
每 一 列 都 有 相同 的 数 出 现 ,我 们 就 称 这 个 无 重 排列 为 一 个 
k- Menage 排列 , 记 所 及- Menage 排列 的 个 数 为 M (k) ， 
则 可 以 证 明 | 
M. の = うに か ( ү | 28" ) nD (30 
r= k 


2 ヵ ー ア r 


特別 当 k=0 时 就 得 到 本 题 中 M, 之 公式 . 
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